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Geleitwort 


Das vorliegende, nunmehr zum neunten Male herausgebrachte Werk 
von B.L.van DER WAERDEN nimmt unter den mathematischen Lehrbüchern 
eine außergewöhnliche Stellung ein. Selten nur hat in der Vergangenheit 
ein Lehrbuch eine ähnlich große Wirkung auf das mathematische Leben 
ausgeübt wie dieses. Seit seinem ersten Erscheinen im Sommer 1930, also 
vor nunmehr 63 Jahren, haben Generationen von Mathematikern nach 
ihm die Algebra gelernt, zumindest im deutschsprachigen Bereich. Für 
zahllose Studenten bedeutete es Eintritt und Aufnahme in die höhere 
Mathematik, für viele war es die erste Stufe zu wissenschaftlicher Arbeit 
und mathematischer Forscherlaufbahn. 

Worin liegt das Geheimnis eines solch langlebigen Erfolges? Auf diese 
Frage hätte mancher Autor gern eine Antwort. Der eine versucht eine 
Verbesserung durch eine breitere Grundlegung, der andere durch verein- 
fachte Argumentation, ein dritter durch größere Vollständigkeit, ein vierter 
durch Verwirklichung aller dieser Möglichkeiten — vergebens, einen „van 
der Waerden“ hat es bis heute nicht wieder gegeben. Zieht man einmal 
andere berühmte Lehrbücher der Vergangenheit zur Betrachtung heran, 
wie etwa die EuL£rsche und die Weersche „Algebra“, den HıLsertschen 
„Zahlbericht“, den „Roten Mumford“, die SERREsche „Cohomologie 
galoisienne“ (welche letztere ein Lehrbuch gar nicht hat sein sollen, um 
dann doch ein so großartiges zu werden), so erkennt man, daß es nicht die 
systematische Vollständigkeit und die fraglose Vollkommenbheit ist, dieden 
Erfolg hervorbringt. Vielmehr scheint in der meisterlichen Handhabung 
der Unvollkommenheit ein Grund für die Lebensfähigkeit eines Lehr- 
buches zu liegen, einer Unvollkommenheit, die sich der Phantasie des 
Lesers öffnet und ihm die Lektüre durch eigene Fragen und Vorstellungen 
zum Erlebnis werden läßt. Eine solche Meisterschaft ist freilich nicht 
erlernbar und ist das Kennzeichen eines wahrhaft großen Lehrers. 

Ein faßbareres Merkmal, das alle genannten Beispiele mit dem van DER 
WAERDENschen Buch gemein haben, ist das der Neuheit des dargestellten 
Stoffes. Die uns heute so geläufige „Körpertheorie“, das Kernstück des 
Buches, war bei seinem ersten Erscheinen wohl dem kleinen Kreis der 
Experten vertraut, aber durchaus nicht der mathematischen Allgemein- 
heit, obgleich die STEmITZsche Grundlegung der Körpertheorie schon im 
Jahre 1910 erschienen war. Das algebraische Denken war damals noch 
vornehmlich vom Rechnen mit einzelnen Polynomen und Gleichungen 
beherrscht, so daß die ersten Auflagen des van DER WAERDENSchen Lehr- 
buches den Namen „Moderne Algebra“ in jener Zeit zu recht trugen. Mit 


v1 Geleitwort 


seiner neuen abstrakten und begrifflichen Auffassung der Algebra war es 
geistig wie zeitlich ein Produkt des zwanzigsten Jahrhunderts und ein 
Wegweiserin die Zukunft. „Nach Vorlesungen von E. Artın und E. NOETHER“ 
lautet der Untertitel, und in der Tat meint man die hochmoderne, 
konzeptionelle Denkweise Emmy Noethers und die Eleganz Artinscher 
Gedankenführung herauszuspüren. 

Nun hat sich im Verlauf der langen Zeit die Mathematik doch wesent- 
lich verändert, und wir leben heute in einer gewandelten Vorstellungswelt. 
Man muß sich daher der Frage stellen, welchen Sinn eine neuerliche 
Auflage des alten Buches noch erfüllen kann. Ein Blick hinein gibt heute 
manchen interessanten Aufschluß über die Akzentsetzung und die Dar- 
stellungsweise des Stoffes in vergangener Zeit und somit auch über die 
Veränderung in den Auffassungen unserer Zeit, die vom kategoriellen und 
funktoriellen Standpunkt beherrscht werden. Das Buch wird also seinen 
historischen Wert behalten und verdient allein schon deshalb die Auf- 
nahme in eine Reihe berühmter Klassiker. Es ist aber auch noch immer als 
Lehrbuch zu empfehlen. Denn in der direkten Zugänglichkeit zu den 
Grundlagen der Algebra, die ein Kennzeichen des Buches ist, und in der 
klaren und unmittelbaren Darlegung der Dinge, die sich nicht scheut, die 
Sprache in den Dienst der Erläuterung zu stellen, wird mancher Studieren- 
deauch heute noch einen geebneten Weg zum Verständnis finden. Dies wird 
ihm zum sicheren Gewinn, wenn sich das Studium in einem guten moder- 
nen Lehrbuch der Algebra fortsetzt. 


Regensburg, März 1993 JÜRGEN NEUKIRCH 


Vorwort zur achten Auflage 


Einige Druckfehler, auf die ich durch freundliche Zuschriften auf- 
merksam gemacht wurde, sind in der vorliegenden Auflage korrigiert 
worden. Sonst ist alles unverändert geblieben. 


Zürich, April 1971 B. L. VAN DER WAERDEN 


Vorwort zur siebenten Auflage 


Als die erste Auflage geschrieben wurde, war sıe als Einführung ın 
die neuere abstrakte Algebra gedacht. Teile der klassischen Algebra, ins- 
besondere die Determinantentheorie, wurden als bekannt vorausgesetzt. 
Heute aber wird das Buch vielfach von Studenten als erste Einführung 
in die Algebra benutzt. Daher wurde es notwendig, ein Kapitel über 
„Vektorräume und Tensorräume“ einzufügen, in dem die Grundbegriffe 
der linearen Algebra, insbesondere der Determinantenbegriff erörtert 
werden. 

Das erste Kapitel „Zahlen und Mengen“ wurde entlastet, indem die 
Ordnung und Wohlordnung in einem neuen neunten Kapitel behandelt 
wurden. Das Zornsche Lemma wird direkt aus dem Auswahlpostulat 
hergeleitet. Mit derselben Methode ergibt sich (nach H.KneEser) auch 
ein Beweis des Wohlordnungssatzes. 

In der Galois-Theorie wurden einige Gedanken aus dem bekannten 
Buch von ArTın übernommen. Eine Beweislücke in der Theorie der 
zyklischen Körper, auf die mich mehrere Leser aufmerksam gemacht 
haben, wurde in $ 61 geschlossen. In $ 67 wird die Existenz einer 
Normalbasıs bewiesen. 

Der erste Band schließt jetzt mit dem Kapitel „Reelle Körper“. Die 
Bewertungstheorie soll erst im zweiten Band dargestellt werden. 


Zürich, Februar 1966 B.L. VAN DER WAERDEN 


Vorwort zur vierten Auflage 


Der kürzlich ganz unerwartet verstorbene Algebraiker und Zahlen- 
theoretiker BRANDT beschließt seine Besprechung der dritten Auflage 
dieses Werkes im Jahresbericht der D.M. V. 55 folgendermaßen: „Was 
den Titel anberrifft, so würde ich es begrüßen, wenn ın der vierten Auf- 
lage der schlichtere, aber kräftigere Titel „Algebra“ gewählt würde. 
Ein Buch, das so viel an bester Mathematik bietet, wie sie war, ist und 
sein wird, sollte nıcht durch den Titel den Verdacht erwecken, als ob es 
nur einer Modeströmung folgte, die gestern noch unbekannt war und 
vielleicht morgen vergessen sein wird.“ 

Diesem Rat entsprechend, habe ich den Titel in „Algebra“ geändert. 

Einem Hinweis von M. Deurıng verdanke ich eine zweckmäßigere 
Definition des Begriffes „hyperkomplexes System“ sowie eine Ergän- 
zung der Garoıs-Theorie der Kreisteilungskörper, die mit Rücksicht auf 
ihre Anwendung in der Theorie der zyklischen Körper geboten erschien. 

Auf Grund von Zuschriften aus verschiedenen Ländern wurden 
mehrere kleine Berichtigungen vorgenommen. Allen Briefschreibern sei 
an dieser Stelle gedankt. 


Zürich, März 1955 B. L. van DER WAERDEN 


Aus dem Vorwort zur dritten Auflage 


Schon in der zweiten Auflage wurde die Bewertungstheorie stark 
ausgebaut. Sie hat inzwischen in der Zahlentheorie und in der algebrai- 
schen Geometrie ihre Wichtigkeit immer mehr erwiesen. Daher habe ich 
das Kapitel Bewertungstheorie sehr viel ausführlicher und deutlicher 
gemacht. 

Vielfachem Wunsche entsprechend, habe ich die Abschnitte über 
Wohlordnung und transfinite Induktion, die in der zweiten Auflage 
weggefallen waren, wieder aufgenommen und darauf fußend die STEI- 
nıtzsche Körpertheorie wieder in voller Allgemeinheit gebracht. 

Einem Rat von Zarıskı folgend, wurde die Einführung des Poly- 
nombegriffs leicht faßlich gemacht. Auch die Theorie der Normen und 
Spuren war verbesserungsbedürftig; darauf hat mich Herr PEREMANS 
freundlichst aufmerksam gemacht. 


Laren (Nordholland), Juli 1950 B. L. VAN DER WAERDEN 


Inhaltsverzeichnis 


Einleitung 


Erstes Kapitel. Zahlen und Mengen 


IA 
Na DD 


Mengen . . 

Abbildungen. Mächtigkeiten 

Die Zahlreihe . 

Endliche und abzählbare Mengen 


Klasseneinteilungen 


Zweites Kapitel. Gruppen. 


AA 
EN 


oyaNnn 


Der Gruppenbegriff 

Untergruppen . . 
Das Rechnen mit Komplexen. Nebenklassen . 
Isomorphismen und Automorphismen . 
Homomorphie, Normalteiler und Faktorgruppen 


Drittes Kapitel. Ringe und Körper 


g11. 
$12. 
$13. 
514. 
$15. 
$ 16. 
$ 17. 
$18. 


Ringe . 

Homomorphie und Isomorphie 
Quotientenbildung . 

Polynomringe 

Ideale. Restklassenringe . 

Teilbarkeit. Primideale . . . 
Euklidische Ringe und Hauptidealringe 
Faktorzerlegung 


Viertes Kapitel. Vektorräume und Tensorräume 


$19. 
$.20. 
g21. 
$.22. 
$23. 
$ 24. 
25. 
$ 26. 


Vektorräume . 

Die Invarıanz der Dimension . 

Der duale Vektorraum 

Lineare Gleichungen in einem Schiefkörper 
Lineare 'Transformationen . 

Tensoren . 


Antisymmetrische Multilinearformen und Determinanten 


Tensorprodukte, Verjüngung und Spur. 


DD OO ın ın w ww 


pn 


x 


Inhaltsverzeichnis 


Fünftes Kapitel. Ganzrationale Funktionen . 


$ 27. 
$ 28. 
529. 
$ 30. 
g31. 
$ 32. 
$ 33. 
$ 34. 
$ 35. 
$ 36. 


Differentiation . 

Nullstellen 

Interpolationsformeln 

Faktorzerlegung 

Irreduzibilitätskriterien . 

Die Durchführung der Faktorzerlegung in _ endlichvielen Schritten 
Symmetrische Funktionen rn 
Die Resultante zweier Polynome . . . 

Die Resultante als symmetrische Funktion der Wurzeln 
Partialbruchzerlegung der rationalen Funktionen 


Sechstes Kapitel. Körpertheorie. 


$ 37. 
$ 38. 
$ 39. 
$ 40. 
g4. 
$ 42. 
43. 
$ 44. 
$45. 
$ 46. 


$ 47. 


Unterkörper. Primkörper 

Adjunktion en 

Einfache Körpererweiterungen 

Endliche Körpererweiterungen . 

Algebraische Körpererweiterungen 

Einheitswurzeln . 

Galois-Felder (endliche kommutative Körper) . 

Separable und inseparable Erweiterungen . 

Vollkommene und unvollkommene Körper 
Einfachheit von algebraischen Erweiterungen. Der Satz - vom pri- 
mitiven Element 

Normen und Spuren . 


Siebentes Kapitel. Fortsetzung der Gruppentheorie 


$48. 
49. 
$ 50. 
851. 
$ 52. 
$ 53. 
$ 54. 
$ 55. 
$ 56. 


Gruppen mit Operatoren 
Operatorisomorphismen und -homomorphismen . 
Die beiden Isomorphiesätze 

Normalreihen und Kompositionsreihen 
Gruppen von der Ordnung pn 

Direkte Produkte . .. 
Gruppencharaktere 

Die Einfachheit der alternierenden Gruppe 
Transitivität und Primitivität . 


Achtes Kapitel. Die Theorie von Galois 


$ 57. 
$ 58. 
$ 59. 
$ 60. 
561. 
$.62. 
$63. 


Die Galoissche Gruppe . . 

Der Hauptsatz der Galoisschen Theorie . 
Konjugierte Gruppen, Körper und Körperelemente 
Kreisteilungskörper 

Zyklische Körper und reine Gleichungen .. 

Die Auflösung von Gleichungen durch Radikale 
Die allgemeine Gleichung n-ten Grades 


110 


111 
113 
114 
119 
121 
126 
131 
134 
139 


140 
142 


146 


146 
148 
149 
150 
155 
156 
159 
163 
165 


168 


168 
171 
174 
175 
182 
184 
188 


$ 64. 
565. 
$ 66. 


$ 67. 


Neuntes Kapitel. Ordnung und Wohlordnung von Mengen 


$ 68. 
$ 69. 
$ 70. 


71. 


Inhaltsverzeichnis 


Gleichungen zweiten, dritten und vierten Grades 
Konstruktionen mit Zirkel und Lineal . 


Die Berechnung der Galoisschen Gruppe. Gleichungen mit . sym- 


metrischer Gruppe . 
Normalbasen 


Geordnete Mengen 

Auswahlpostulat und Zornsches Lemma 
Der Wohlordnungssatz 

Die transfinite Induktion 


Zehntes Kapitel. Unendliche Körpererweiterungen 


$ 72. 
73. 
$74. 
$75. 
$ 76. 


Die algebraisch-abgeschlossenen Körper 
Einfache transzendente Erweiterungen . . 
Algebraische Abhängigkeit und Unabhängigkeit 
Der Transzendenzgrad . . 
Differentiation der algebraischen Funktionen 


Elftes Kapitel. Reelle Körper 


877. 
578. 
79. 
$ 80. 
$ 81. 
$ 82. 
$ 83. 


Angeordnete Körper . . 
Definition der reellen Zahlen . 
Nullstellen reeller Funktionen . . 
Der Körper der komplexen Zahlen . 
Algebraische Theorie der reellen Körper 
Existenzsätze für formal-reelle Körper . 
Summen von Quadraten . 


Sachverzeichnis 


191 
197 


202 
205 


209 


209 
210 
213 
213 


215 
215 


224 
227 
229 


234 


235 
238 
246 
251 
253 
258 
262 


265 


Leitfaden 


Übersicht über die Kapitel der Bände I und II und ihre logische Abhängigkeit 


Z / 
Mengen 












2 
Gruppen 





I 
Unendiiche 
Mengen 


7 
Oruopen 





% 






Galbıs - Unendliche 
JREOTIE Aörper 
73 
Lineare Algebren | Udealtheorie 





Algebra 





Einleitung 


Ziel des Buches. Die ‚‚abstrakte‘‘, ‚formale‘‘ oder ‚axiomatische‘“ 
Richtung, der die Algebra ihren erneuten Aufschwung verdankt, hat 
vor allem in der Gruppentheorie, der Körpertheorie, der Bewertungs- 
theorie, der Idealiheorie und der Theorie der hyperkomplexen Zahlen zu 
einer Reihe von neuartigen Begriffsbildungen, zur Einsicht in neue 
Zusammenhänge und zu weitreichenden Resultaten geführt. In diese 
ganze Begriffswelt den Leser einzuführen, soll das Hauptziel dieses 
Buches sein. 

Stehen demnach allgemeine Begriffe und Methoden im Vorder- 
grund, so sollen doch auch die Einzelresultate, die zum klassischen 
Bestand der Algebra gerechnet werden müssen, eine gehörige Be- 
rücksichtigung im Rahmen des modernen Aufbaus finden. 

Einteilung. Anweisungen für die Leser. Um die allgemeinen Ge- 
sichtspunkte, welche die ‚„abstrakte‘‘ Auffassung der Algebra be- 
herrschen, genügend klar zu entwickeln, war es notwendig, die Grund- 
lagen der Gruppentheorie und der elementaren Algebra von Anfang 
an neu darzustellen. 

Angesichts der vielen in neuerer Zeit erschienenen guten Darstel- 
lungen der Gruppentheorie, der klassischen Algebra und der Körper- 
theorie ergab sich die Möglichkeit, diese einleitenden Teile knapp 
(aber lückenlos) zu fassen. Eine breitere Darstellung kann der An- 
fänger jetzt überall finden!. 

Als weiteres Leitprinzip diente die Forderung, daß möglichst jeder 
einzelne Teil für sich allein verständlich sein soll. Wer die allgemeine 
Idealtheorie oder die Theorie der hyperkomplexen Zahlen kennen- 
lernen will, braucht nicht die Galoissche Theorie vorher zu studieren, 
und umgekehrt; und wer etwas über Elimination oder lineare Algebra 





1 Für die Gruppentheorie sei verwiesen auf: 

SPEISER, A.: Die Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung, 2. Aufl. 
Berlin: Springer 1927. 

Für die Körpertheorie auf: 

Hasse, H.: Höhere Algebra I, II und Aufgabensammlung zur Höheren 
Algebra. Sammlung Göschen 1926/27. 

HavprT, O.: Einführung in die Algebra I, II. Leipzig 1929. 

Für die klassische Algebra auf: 

PERRON, O.: Algebra I, II. 1927. 

Für die lineare Algebra auf: 

Diıckson, L. E.: Modern algebraic Theories, Chicago 1926 (auch deutsch 
von E. Bopewie, Leipzig 1929). 


2 Einleitung 


nachschlagen will, darf nicht durch komplizierte idealtheoretische 
Begriffsbildungen abgeschreckt werden. 

Die Einteilung ist darum so gewählt, daß die ersten drei Kapitel 
auf kleinstem Raum das enthalten, was für alle weiteren Kapitel als 
Vorbereitung nötig ist: die ersten Grundbegriffe über: 1. Mengen; 
2. Gruppen; 3. Ringe, Ideale und Körper. Die weiteren Kapitel des 
I. Bandes sind hauptsächlich der Theorie der kommutativen Körper 
gewidmet und beruhen in erster Linie auf der grundlegenden Arbeit 
von STEINITZ in CRELLES Journal Bd. 137 (1910). Im II. Band soll in 
möglichst voneinander unabhängigen Abschnitten die Theorie der 
Moduln, Ringe und Ideale mit Anwendungen auf algebraische Funk- 
tionen, Elementarteiler, hyperkomplexe Zahlen und Darstellungen 
von Gruppen zur Behandlung kommen. 

Weggelassen mußten werden die Theorie der Abelschen Integrale 
und die der kontinuierlichen Gruppen, weil beide für eine sach- 
gemäße Behandlung transzendente Begriffe und Methoden benötigen 
würden; weiter auf Grund ihres Umfanges die Invariantentheorie. 

Zur weiteren Orientierung sei auf das Inhaltsverzeichnis und vor 
allem auf den vorstehenden schematischen ‚‚Leitfaden‘‘ verwiesen, 
aus dem genau zu ersehen ist, wieviel von den vorangehenden Ka- 
piteln zu jedem einzelnen Kapitel benötigt wird. 

Die eingestreuten Aufgaben sind meist so gewählt, daß man an 
ihnen erproben kann, ob man den Text verstanden hat. Sie enthalten 
auch Beispiele und Ergänzungen, auf die an späteren Stellen ge- 
legentlich Bezug genommen wird. Kunstgriffe sind zu ihrer Lösung 
meist nicht erforderlich und sonst in eckigen Klammern angedeutet. 

Quellen. Das vorliegende Buch hat sich teilweise aus Vorlesungs- 
ausarbeitungen entwickelt, und zwar wurden benutzt: 

eine Vorlesung von E. Artın über Algebra (Hamburg, Sommer- 
semester 1926); 

ein Seminar über Idealtheorie, abgehalten von E. ARrrın, 
W. BLASCHKE, OÖ. SCHREIER und dem Verfasser (Hamburg, Winter- 
semester 1926/27); 

zwei Vorlesungen von E. NOETHER, beide über Gruppentheorie 
und hyperkomplexe Zahlen (Göttingen, Wintersemester 1924/25, 
Wintersemester 1927/28). 

Wo man in diesem Buch neue Beweise oder Beweisanordnungen 
findet, wird man sie oft auf die erwähnten Vorlesungen und Seminare 
zurückzuführen haben, auch dann, wenn nicht ausdrücklich die 
Quelle erwähnt ist. 


1 Eine Ausarbeitung der zuletzt genannten Vorlesung von E. NOETHER ist 
erschienen in der Math. Zeitschrift Bd. 30 (1929), S. 641 —692. 


Erstes Kapitel 
Zahlen und Mengen 


Da gewisse logische und allgemein-mathematische Begriffe, mit 
denen der angehende Mathematiker vielfach noch nicht vertraut ist, 
in diesem Buch Verwendung finden, soll ein kurzer Abschnitt über 
diese Begriffe vorangehen. Auf Grundlagenschwierigkeiten soll dabei 
nicht eingegangen werden: wir stellen uns durchwegs auf den ‚‚naiven 
Standpunkt“, allerdings unter Vermeidung von paradoxienerzeugen- 
den Zirkeldefinitionen. Der Fortgeschrittene braucht sich von diesem 
Kapitel bloß die Bedeutung der Zeichen e, c, >, N, V und {..} zu 
merken und kann alles übrige übergehen. 


$ 1. Mengen 


Wir denken uns, als Ausgangspunkt aller mathematischen Be- 
trachtung, gewisse vorstellbare Objekte, etwa Zahlzeichen, Buchsta- 
ben oder Kombinationen von solchen. Eine Eigenschaft, die jedes ein- 
zelne dieser Objekte hat oder nicht hat, definiert eine Menge oder 
Klasse; Elemente der Menge sind diejenigen Objekte, denen diese 
Eigenschaft zukommt. Das Zeichen. 


aeM 


bedeutet: a ist Element von M. Man sagt auch geometrisch-bildlich: 
a liegt in M. Eine Menge heißt leer, wenn sie keine Elemente enthält. 

Wir nehmen an, daß es erlaubt ist, Folgen und Mengen von Zah- 
len (oder von Buchstaben usw.) selbst wieder als Objekte und Ele- 
mente von Mengen (Mengen zweiter Stufe, wie man bisweilen sagt) 
aufzufassen. Diese Mengen zweiter Stufe können wieder Elemente 
von Mengen höherer Stufe sein, usw. Wir hüten uns jedoch vor Be- 
griffsbildungen wie ‚die Menge aller Mengen“ u. dgl., weil diese zu 
Widersprüchen Anlaß geben; vielmehr bilden wir neue Mengen nur 
aus einer jeweils vorher abgegrenzten Kategorie von Objekten (zu 
denen die neuen Mengen noch nicht gehören). 

Sind alle Elemente einer Menge N zugleich Elemente von M, so 
heißt N eine Untermenge oder Teilmenge von M, und man schreibt: 


NCM. 
M heißt dann auch Obermenge oder umfassende Menge von N, in 


4 Zahlen und Mengen 


Zeichen: 
MD2N. 


Aus AC Bund BCÜ folgt ACC. 

Die leere Menge ist in jeder Menge enthalten. 

Sind zugleich alle Elemente von M in N enthalten und alle Ele- 
mente von N in M, so nennt man die Mengen M, N gleich: 


M=N. 
Gleichheit bedeutet also das gleichzeitige Bestehen der Relationen 
MCN, NCM. 


Oder auch: Zwei Mengen sind gleich, wenn sie dieselben Elemente 
enthalten. 

Ist NC M, ohne =M zu sein, so nennt man N eine echte Unter- 
menge von M, M eine echte Obermenge von N und schreibt 


NcM, M»N. 


N cM heißt also, daß alle Elemente von N in M liegen und daß es 
außerdem noch mindestens ein weiteres Element in M gibt, das nicht 
zu N gehört. 

Es seien nun A und B beliebige Mengen. Die Menge D, die aus 
allen Elementen besteht, welche sowohl zu A als zu B gehören, heißt 
der Durchschnitt der Mengen A und B, geschrieben 


D=[4,BJ=AnB. 


D ist Untermenge sowohl von A als von B und jede Menge von dieser 
Eigenschaft ist in D enthalten. 

Die Menge V, die aus allen Elementen besteht, die zu mindestens 
einer der Mengen A, B gehören, heißt die Vereinigungsmenge von A 
und B: 

V=AVB 


V umfaßt sowohl A als B, und jede Menge, die A und B umfaßt, 
umfaßt auch V. 

Ebenso definiert man Durchschnitt und Vereinigung einer be- 
liebigen Menge 2 von Mengen A, B,.... Für den Durchschnitt (die 
Menge der Elemente, die in allen Mengen A, B,... der Menge & 
liegen) schreibt man 


D(&)=[A,B,.... 


Zwei Mengen heißen zueinander fremd, wenn ihr Durchschnitt leer 
ist, d.h. wenn die beiden Mengen keine Elemente gemeinsam haben. 
Wenn eine Menge durch Aufzählung ihrer Elemente gegeben ist, 
etwa: die Menge M soll bestehen aus den Elementen a, b, c, so 
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schreibt man 


M={a,b,c}. 


Die Schreibweise findet ihre Berechtigung darin, daß nach der 
Definition der Gleichheit von Mengen eine Menge durch Angabe ihrer 
Elemente bestimmt ist. Die definierende Eigenschaft, welche die Ele- 
mente von M auszeichnet, ist: mit «a oder b oder c identisch zu sein. 


$ 2. Abbildungen. Mächtigkeiten 


Wenn durch irgendeine Vorschrift jedem Element aeiner Menge M 
ein einziges neues Objekt »(a) zugeordnet wird, so nennen wir diese 
Zuordnung 9 eine Funktion. Gehören die neuen Objekte @(a) alle 
einer Menge N an, so nennt man die Zuordnung a — o(a) auch eine 
Abbildung von M in N. Das Element »(a) heißt das Bild von a, 
und a heißt ein Urbild von o(a). Das Bild o(a) ist durch a eindeutig 
bestimmt, aber nicht notwendig umgekehrt a durch o (a). Statt o(a) 
schreibt man manchmal kurz oa. 

Eine Abbildung von M in N heißt surjektiv oder Abbildung von 
M auf N, wenn jedes Element von N mindestens ein Urbild in M hat. 

Eine Abbildung von M in N heißt eineindeutig oder injektiv, wenn 
jedes Bild oa nur ein Urbild a hat. 

Ist eine Abbildung © von M in N injektiv und surjektiv, also 
eine eineindeutige Abbildung von M auf N, so gibt es eine inverse 
Abbildung #1, diejedem Element b von N dasjenige Element von M 
zuordnet, dessen Bild 5 ist: 


o1lb=a, wenn va=b. 


Man sagt, daß M und N gleichmächtig sind oder dieselbe Mächtig- 
keit haben, wenn es eine eineindeutige Abbildung von M auf N gibt. 

Beispiel. Ordnet man jeder Zahl n die Zahl 2n zu, so hat man 
eine eineindeutige Abbildung der Menge aller natürlichen Zahlen auf 
die Menge aller geraden Zahlen. Die Menge der natürlichen Zahlen 
ist also mit der Menge aller geraden Zahlen gleichmächtig. 

Eine Menge kann, wie das obige Beispiel zeigt, sehr wohl einer 
echten Untermenge gleichmächtig sein. Im nächsten Paragraphen 
werden wir aber sehen, daß etwas derartiges für ‚endliche‘‘ Mengen 
nicht eintreten kann. 


$ 3. Die Zahlreihe 


Als bekannt wird vorausgesetzt die Menge der natürlichen Zah- 
len: 
1,2,3,... 


sowie die folgenden Grundeigenschaften dieser Menge (Axiome von 
PEANOo): 
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I. 1 ist eine natürliche Zahl. 
II. Jede Zahl! a hat einen bestimmten Nachfolger a* in der 
Menge der natürlichen Zahlen. 
III. Stets ist 
ar =], 


d.h. es gibt keine Zahl mit dem Nachfolger 1. 

IV. Aus at = bt folgt a=b, 

d.h. zu jeder Zahl gibt es keine oder genau eine, deren Nachfolger 
jene Zahl ist. 

V. „Prinzip der vollständigen Induktion“ : Jede Menge von natür- 
lichen Zahlen, welche die Zahl 1 enthält und welche zu jeder Zahl a, 
die sie enthält, auch deren Nachfolger a*+ enthält, enthält alle natür- 
lichen Zahlen. 

Auf Eigenschaft V. beruht die Beweismethode der vollständigen 
Induktion. Wenn man eine Eigenschaft E für alle Zahlen nachweisen 
will, weist man sie zunächst für die Zahl 1 nach und dann für ein be- 
liebiges n+* unter der ‚„Induktionsvoraussetzung‘, daß die Figen- 
schaft E für n gilt. Auf Grund von V. muß dann die Menge der Zah- 
len, welche die Eigenschaft Z besitzen, alle Zahlen enthalten. 


Summe zweier Zahlen. Auf genau eine Art läßt sich jedem 
Zahlenpaar x, y eine natürliche Zahl, x + y genannt, so zuordnen, daß 


(1) +1 =rt für jedes x, 
(2) z+y*=(xz-+y)* für jedes x und jedes y 
gilt. 


Auf Grund dieser Definition können wir statt a* fortan aucha-+ 1 
schreiben. Es gelten die Rechnungsregeln: 


(3) (a +b)+c=a-+(b+c) (,„Assoziatives Gesetz der 


Addition‘). 

(4) a+b=b+ta (,Kommutatives Gesetz der 
Addition‘). 

(5) Aus a+b=a+rc folgt b=c. 


Produkt zweier Zahlen. Auf genau eine Art läßt sich jedem 
Zahlenpaar x, y eine natürliche Zahl, x : y oder xy genannt, so zu- 
ordnen, daß 


(6) ı-l=tr, 
(7) xz-yt=x-y+x für jedes x und jedes y. 


1 „Zahl“ heißt vorläufig immer: natürliche Zahl. 

2 Für den Beweis wie für die Beweise aller noch folgenden Sätze dieses 
Paragraphen verweisen wir den Leser auf das Büchlein von E. LAnpAv: Grund- 
lagen der Analysis. Kap. 1. Leipzig 1930. 
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Es gelten die Rechnungsregeln: 


(3) ab-c=a.bc (,Assoziatives Gesetz der Multiplikation‘). 

(9) a-b=b-a (,Kommutatives Gesetz der Multiplikation“). 
(10) a-(b+c)=a'b+a:c (,,Distributivgesetz‘“). 
(11) Aus ab=ac folgt b=c. 


Größer und kleiner. Ist « = b + u, so schreibt man a > b, oder 
auch b<.a. Man beweist nun weiter: 
Für je zwei Zahlen a, b gilt eine und nur eine der Relationen 


(12) a<b, a=b, a>b. 

(13) Aus a<b und b<c folgt a<c. 
(14) Aus a<b folgt a +c<b-+ec. 

(15) Aus a<b folgt ac<be. 


Die [nach (5) einzige] Lösung u der Gleichung a = b + u im Fall 
a > b wird mit a — b bezeichnet. Für „a < b oder a = b‘ schreibt 
man kurz a < b. Entsprechend wird a > b erklärt. 

Weiter gilt der wichtige Satz: 

Jede nichtleere Menge von natürlichen Zahlen enthält eine kleinste 
Zahl, d. h. eine solche, die kleiner ist als alle anderen Zahlen der Menge. 

Auf diesem Satz beruht eine zweite Form der vollständigen Induk- 
tion. Man will eine Eigenschaft E für alle Zahlen als gültig nach- 
weisen, und beweist sie zu dem Zweck für eine jede beliebige Zahl n 
unter der „Induktionsvoraussetzung‘‘, daß sie für alle Zahlen <n 
bereits gilt. (Insbesondere gilt die Eigenschaft dann für n = 1, da 
es keine Zahlen < 1 gibt, also die ‚„Induktionsvoraussetzung‘‘ hier 
wegfällt!. Der Induktionsbeweis muß natürlich so beschaffen sein, 
daß er den Falln = 1 mit umfaßt, sonst ist er ungenügend.) Dann 
muß die Eigenschaft E allen Zahlen zukommen. Sonst wäre nämlich 
die Menge aller Zahlen, denen die Eigenschaft E nicht zukommt, 
nicht leer. Ihr kleinstes Element wäre eine Zahl n, welche die Eigen- 
schaft Z nicht besitzt, während alle Zahlen < n die Eigenschaft E 
besitzen, was nicht geht. 

Neben dem ‚Beweis durch vollständige Induktion‘ in seinen 
beiden Formen gibt es noch die ‚Definition (oder Konstruktion) 


1 Eine Aussage ‚‚Alle A haben die Eigenschaft B° wird immer als richtig 
betrachtet, wenn es überhaupt keine A gibt. Ebenso wird die Aussage „Aus E 
folgt F* (wo E und F Eigenschaften sind, die gewissen Objekten x zukommen 
können oder nicht) als richtig betrachtet, wenn es keine x mit der Eigenschaft E 
gibt. Das ist alles in Übereinstimmung mit der schon früher gemachten Be- 
merkung, daß die leere Menge in jeder Menge enthalten ist. 

Die Zweckmäßigkeit dieses in der Umgangssprache vielleicht nicht so üb- 
lichen Wortgebrauchs ist z.B. daraus ersichtlich, daß nur so die Aussage 
„Aus E folgt F“ sich ausnahmslos in „Aus nicht-F folgt nicht-E‘“ verwandeln 
läßt. 
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durch vollständige Induktion‘. Man will jeder natürlichen Zahl x ein 
neues Objekt @(x) zuordnen, und man gibt ein System von ‚‚rekur- 
siven Bestimmungsrelationen‘“ vor, die den Funktionswert o(n) je- 
weils mit den vorangehenden Werten @(m) (m < n) verknüpfen 
sollen. Angenommen wird, daß diese Relationen jeweils den Wert o (n) 
eindeutig bestimmen, sobald alle g(m) (m < n) gegeben sind und 
untereinander die gegebenen Relationen erfüllen!. Der einfachste 
Fall ist der, daß für m = n*+ der Wert o(n*+) durch o(n) ausgedrückt 
wird, und daß für m = 1 der Wert o(1) direkt gegeben ist. Beispiele 
sind die Relationen (1), (2) bzw. (6), (7), durch welche oben die 
Summe und das Produkt definiert wurden. Nun wird behauptet: 
Unter den angegebenen Voraussetzungen gibt es eine und nur eine 
Funktion p(x), deren Werte die gegebenen Relationen erfüllen. 


Beweis. Unter einem Abschnitt (1, n) der Zahlreihe verstehen wir 
die Gesamtheit der Zahlen < n. Wir behaupten nun zunächst: Auf 
jedem Abschnitt (1, n) gibt es eine und nur eine Funktion 9, (x), 
definiert für die Zahlen x dieses Abschnittes, die die gegebenen Rela- 
tionen erfüllt. Diese Behauptung gilt nämlich für den Abschnitt (1,1), 
sowie für jeden Abschnitt (1, n+), sobald sie für (1,n) gilt. Denn 
kraft der rekursiven Relationen ist der Funktionswert (1) und durch 
die vorangehenden Werte p(m) = on(m) (m < n) der Funktions- 
wert o(n*) eindeutig bestimmt. Also gilt die Behauptung für jeden 
Abschnitt (1, n). So erhalten wir eine Reihe von Funktionen 9, (x). 
Jede Funktion 9, (x) ist definiert auf (1, n), also zugleich auf jedem 
kleineren Abschnitt (1, m); dort erfüllt sie aber auch die Bestim- 
mungsrelation und stimmt somit dort mit der Funktion @m (x) über- 
ein. Also stimmen je zwei Funktionen 9, (2), ©m (x) für alle Werte x, 
für die beide definiert sind, überein. 

Die gesuchte Funktion 9 (x) muß nun auf allen Abschnitten (1, n) 
definiert sein und die Bestimmungsrelationen erfüllen, also jeweils 
mit der Funktion 9, übereinstimmen. Eine solche Funktion o gibt 
es, aber auch nur eine: ihr Wert o(x) ist der gemeinsame Wert aller 
®n (X), die für die Zahl x definiert sind. Damit ist der Satz bewiesen. 

Wir werden von der ‚Konstruktion durch vollständige Induktion“ 
sehr oft Gebrauch machen. 

Aufgabe. 1. Eine Eigenschaft E gelte erstens für n = 3 und zweitens, 
wenn sie fürn > 3 gilt, auch für n + 1. Zu beweisen ist, daß E für alle Zahlen 
z 3 gilt. 

Durch Hinzunahme der Symbole — a (negative ganze Zahlen) 
und 0 (Null) kann man die Zahlenreihe ergänzen zum Bereich der 
ganzen Zahlen. Um die Erklärung der Zeichen +, -, < in diesem 
Bereich bequemer zu gestalten, ist es zweckmäßig, die ganzen Zahlen 


1 Diese Annahme schließt in sich, daß (1) durch die Relationen allein be- 
stimmt wird; denn es gibt keine Zahlen mehr, die der 1 vorangehen. 
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durch Paare von natürlichen Zahlen (a, b) zu repräsentieren, und 
zwar repräsentiert man: 


die natürliche Zahl @ durch (a + 5, b), 
die Null durch (b, b), 
die negative Zahl — a durch (bd,a + b), 


wo jedesmal b eine beliebige natürliche Zahl ist. 

Jede Zahl kann durch mehrere Symbole (a, b) repräsentiert wer- 
den; aber jedes Symbol (a, 5) definiert eine und nur eine ganze Zahl, 
nämlich: 

die natürliche Zahl « — b, falls a>b, 

die Zahl 0, falls «=, 

die negative Zahl — (b — a), falls a <b. 


Man definiert nun: 


(a,b) + (,d)=(a+cb+d), 
(a,b) » (,d)=(ac+bd,ad-+bc), 
(a,b) <(c,d) oder (c,d)>(a,b), fals a+d<b-+e, 


und verifiziert mühelos: erstens, daß die Definitionen unabhängig 
sind von der Wahl der Symbole linker Hand, falls nur die durch 
diese Symbole dargestellten Zahlen dieselben bleiben; zweitens, daß 
die Rechengesetze (3), (4), (5), (8), (9), (10), (12), (13), (14) sowie (15) 
für c > O erfüllt sind; drittens, daß die Lösung der Gleichung a+x=b 
im erweiterten Bereich unbeschränkt und eindeutig möglich ist (die 
Lösung wird wieder mit b — a bezeichnet); viertens, daß ab = 0 
dann und nur dann gilt, wenn a = 0 oder b = 0 ist!. 

Aufgaben. 2. Man führe die Beweise durch. 

3. Dasselbe wie Aufgabe 1 mit Ersetzung der Zahl 3 durch 0. 

Von den elementaren Eigenschaften der ganzen Zahlen wurden 
hier nur diejenigen erwähnt, die für das folgende eine wichtige Rolle 
spielen. Für die Definition der Brüche, sowie für die Teilbarkeits- 
eigenschaften der ganzen Zahlen siehe Kap. 3. 


$ 4. Endliche und abzählbare Mengen 


Eine Menge, die mit einem Abschnitt der Zahlreihe (also mit der 
Menge der natürlichen Zahlen <= n) gleichmächtig ist, heißt endlich. 
Die leere Menge heißt auch endlich. 

Einfacher ausgedrückt: Eine Menge heißt endlich, wenn ihre Ele- 
mente sich mit Nummernt®von 1 bis n versehen lassen, so daß ver- 
schiedene Elemente verschiedene Nummern erhalten und alle Num- 
mern von 1 bis n benutzt werden. Die Elemente einer endlichen 


1 Für eine etwas andere Einführung der negativen Zahlen und der Null 
siehe E. LanpAu: Grundlagen der Analysis, Kap. 4. 
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Menge A kann man demnach mit aı, ..., @n bezeichnen: 
A = {a1,...,An}. 


Aufgabe. 1. Man beweise durch vollständige Induktion nach n, daß jede 
Untermenge einer endlichen Menge A = {aı,...,an} wieder endlich ist. 


Jede Menge, die nicht endlich ist, heißt unendlich. Zum Beispiel 
ist die Menge aller ganzen Zahlen unendlich, wie wir gleich beweisen 
werden. 

Der Hauptsatz über endliche Mengen lautet also: 

Eine endliche Menge kann nicht einer echten Obermenge gleich- 
mächtig sein. 


Beweis. Gesetzt, es wäre eine Abbildung einer endlichen Menge A 
auf eine echte Obermenge B gegeben. Die Elemente der Menge 4 
seien Q1,...,@n. Die Bildelemente seien p(aı),..., ©(a„); unter 
ihnen kommen aı,...,q@„ wieder vor, außerdem aber mindestens 
noch ein weiteres Element, das wir a„+1ı nennen. 

Für n = 1 ist die Absurdität klar: ein einziges Element a; kann 
nicht die voneinander verschiedenen Bildelemente a, aa haben. 

Die Unmöglichkeit einer Abbildung & mit den obigen Eigenschaf- 
ten sei also für den Wert n — 1 bewiesen; sie soll für den Wert n 
bewiesen werden. 

Wir können annehmen, es sei @(@,) = Q„+1; denn wenn das nicht 
der Fall ist, also wenn etwa 


Y(an) = a (a’ + Ay+1) 
ist, so hat a„+ı ein anderes Urbild a;: 
o (ai) = Ay41; 


und man kann statt der Abbildung 9 eine andere konstruieren, die 
dem a, das a„+1, dem a; das a’ zuordnet und im übrigen mit o über- 
einstimmt. 

Jetzt wird die Untermenge 4’ = {aı,...., @n-ı} durch die Funk- 
tion @ abgebildet auf eine Menge @(4A’), die aus (A) = B durch 
Weglassung des Elements $ (a„) = a„+ı entsteht. 

p(A’) enthält somit aı,..., an, ist also eine echte Obermenge 
von A’ und eindeutiges Bild von A’. Das ist nach der Induktions- 
voraussetzung unmöglich. 

Aus diesem Satz folgt zunächst, daß eine Menge niemals mit zwei 
verschiedenen Abschnitten der Zahlreihe gleichmächtig sein kann; 
denn dann wären diese untereinander gleichmächtig, während doch 
notwendig der eine der beiden eine echte Obermenge des anderen ist. 
Eine endliche Menge A ist also einem und nur einem Abschnitt (1, n) 
der Zahlreihe gleichmächtig. Die somit eindeutig bestimmte Zahl n 
heißt die Anzahl der Elemente der Menge A und kann als Maß für die 
Mächtigkeit dienen. 
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Zweitens folgt, daß ein Abschnitt der Zahlreihe niemals der gan- 
zen Zahlreihe gleichmächtig sein kann. Die Reihe der natürlichen 
Zahlen ist also unendlich. Man nennt jede Menge, die der Reihe der 
natürlichen Zahlen gleichmächtig ist, abzählbar unendlich. Die Ele- 
mente einer abzählbar unendlichen Menge lassen sich demnach so 
mit Nummern versehen, daß jede natürliche Zahl genau einmal als 
Nummer benutzt wird. 

Endliche und abzählbar unendliche Mengen heißen beide ab- 
zählbar. 

Aufgaben. 2. Man beweise, daß die Anzahl der Elemente einer Vereinigung 
von zwei fremden endlichen Mengen gleich der Summe der Anzahlen für die 
einzelnen Mengen ist. [Vollständige Induktion mit Hilfe der Rekursions- 
formeln (1), (2) 8 3.] 

3. Man beweise, daß die Anzahl der Elemente einer Vereinigung von r 
paarweise fremden Mengen von je s Elementen gleich rs ist. [Vollständige In- 
duktion mit Hilfe der Rekursionsformeln (6), (7) $ 3.] 

4. Man beweise, daß jede Untermenge der Zahlenreihe abzählbar ist. Dar- 
aus abzuleiten: Eine Menge ist dann und nur dann abzählbar, wenn man ihre 
Elemente so mit Nummern versehen kann, daß verschiedene Elemente ver- 
schiedene Nummern erhalten. 

Beispiel einer nicht abzählbaren Menge. Die Menge aller abzählbar 
unendlichen Folgen von natürlichen Zahlen ist nicht abzählbar. Daß 
sie nicht endlich ist, ist leicht einzusehen. Wäre sie abzählbar un- 
endlich, so hätte jede Folge eine Nummer, und zu jeder Nummer : 
gehört eine Folge, die wir etwa mit 


Qi1, Qi2,-.- 
bezeichnen. Man konstruiere nun die Zahlfolge 
aı+t1l, aa-+t].,... 


Diese müßte auch eine Nummer haben, etwa die Nummer 5. Dem- 
nach wäre 
aı=aıH+]; apr=az-+]1; usw. 
insbesondere 
ay=ay-+l, 
was einen Widerspruch ergibt. 


Aufgaben. 5. Man beweise, daß die Menge der ganzen Zahlen (positiven 
und negativen und Null) abzählbar unendlich ist. Ebenso, daß die Menge der 
geraden Zahlen abzählbar unendlich ist. 

6. Man beweise, daß die Mächtigkeit einer abzählbar unendlichen Menge 
sich nicht ändert, wenn man endlich viele oder abzählbar unendlich viele neue 
Elemente hinzufügt. 


Die Vereinigung von abzählbar vielen abzählbaren Mengen ist 
wieder abzählbar. 


Beweis. Die Mengen seien Mı, Ma,...; die Elemente von M; 
seien Mil, Mi2, »:..« 
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Es gibt nur endlichviele Elemente m;z mit: + k = 2, ebenso nur 
endlichviele mit © + k = 3, usw. Numeriert man nun erst die Ele- 
mente durch, für die «+ k=2 ist (etwa nach steigenden Werten 
von t), sodann (mit Zählen fortfahrend) die mit «+ k = 3 usw., so 
bekommt schließlich jedes Element m;x eine Nummer, und verschie- 
dene bekommen verschiedene Nummern. Daraus folgt die Behaup- 
tung. 


$ 5. Klasseneinteilungen 


Das Gleichheitszeichen genügt den folgenden Regeln: 


a=a. 
Ausa=b folgt b=a. 
Ausa=b und db=c fogt a=c. 


Man sagt statt dessen auch: Die Relation a = b ist reflexiv, sym- 
metrisch und transitiv. Wenn nun zwischen den Elementen irgend- 
einer Menge eine Beziehung a » b definiert ist (so daß also für jedes 
Elementepaar a, b feststeht, ob a » 5 ist oder nicht) und wenn diese 
den gleichen Axiomen genügt: 


l. ara; 
2. ausamb folgt bva; 
3. aussamb und dbvc folgt arc, 


so nennt man die Relation a » b eine Aquivalenzrelation. 


Beispiel. Im Bereich der ganzen Zahlen nenne man zwei Zahlen 
äquivalent, wenn ihre Differenz durch 2 teilbar ist. Die Axiome sind 
offensichtlich erfüllt. 

Ist nun irgendeine Äquivalenzerlation gegeben, so können wir alle 
die Elemente, die irgendeinem Element a äquivalent sind, in einer 
Klasse K. vereinigen. Alle Elemente einer Klasse sind dann unter- 
einander äquivalent, denn ausa © bunda » c folgt nach 2. und 3. 
b » c, und alle einem Klassenelement äquivalenten Elemente liegen 
in derselben Klasse, denn aus a » b und b ». c folgt a » c. Die 
Klasse ist mithin gegeben durch jedes ihrer Elemente: Wenn wir 
statt von a von irgendeinem Element b derselben Klasse ausgehen, 
kommen wir zur selben Klasse: X, = K„. Wir können demnach 
jedes b als Repräsentanten der Klasse wählen. 

Gehen wir aber von einem Element 5b aus, das nicht derselben 
Klasse angehört (also nicht mit a äquivalent ist), so können X, und 
K» kein Element gemein haben; denn aus c » a und c » b würde 
ja folgen a » b, also be K„. Die Klassen K, und K, sind also in 
diesem Fall fremd. 

Die Klassen überdecken die gegebene Menge ganz, da jedes 
Element a in einer Klasse, nämlich in X, liegt. Die Menge ist also 
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eingeteilt in lauter zueinander fremde Klassen. In unserem letzten 
Beispiel sind dies die Klasse der geraden und die der ungeraden 
Zahlen. 

Wie wir sahen, ist K„ = K» dann und nur dann, wenn a » b ist. 
Durch Einführung der Klassen statt der Elemente können wir also 
die Äquivalenzrelationa » b durch eine Gleichheitsrelation X, = K» 
ersetzen. 

Ist umgekehrt eine Klassenteilung einer Menge M in lauter zu- 
einander fremde Klassen gegeben, so können wir definieren: a » b, 
wenn a und 5 derselben Klasse angehören. Die Relation a » b ge- 
nügt dann offensichtlich den Axiomen 1, 2, 3. 


Zweites Kapitel 


Gruppen 


Inhalt. Erklärung der für das ganze Buch grundlegenden gruppen- 
theoretischen Grundbegriffe: Gruppe, Untergruppe, Isomorphie, 
Homomorphie, Normalteiler, Faktorgruppe. 


$ 6. Der Gruppenbegrift 


Definition. Eine nicht leere Menge & von Elementen irgendwel- 
cher Art (z. B. von Zahlen, von Abbildungen, von Transformationen) 
heißt eine Gruppe, wenn folgende vier Bedingungen erfüllt sind: 

1. Es ist eine Zusammensetzungsvorschrift gegeben, welche jedem 
Elementepaar a, b von ® ein drittes Element derselben Menge zu- 
ordnet, welches meistens das Produkt von a und b genannt und mit 
ab oder a - b bezeichnet wird. (Das Produkt kann von der Reihen- 
folge der Faktoren abhängen: es braucht nicht ab = ba zu sein.) 

2. Das Assoziativgesetz. Für je drei Elemente a,b, c von ® gilt: 


ab-c=a.be. 
3. Es ist ein (linksseitiges) Kinselement e in ® ausgezeichnet mit 


der Eigenschaft: 


ea=a fürallea von ©. 


4. Zu jedem a von © existiert (mindestens) ein (linksseitiges) 
Inverses a-! in ®, mit der Eigenschaft 


ala=e. 


Eine Gruppe heißt abelsch, wenn außerdem stets ab = ba ist 
(kommutatives Gesetz). 
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Beispiele. Wenn die Elemente der Menge Zahlen sind und die 
Zusammensetzung die gewöhnliche Multiplikation, so muß man die 
Null, die ja keine Inverse hat, zunächst ausschließen. Alle rationalen 
Zahlen +0 bilden nun eine Gruppe (Einselement ist die Zahl ]); 
ebenso die Zahlen 1 und — 1 oder die Zahl 1 allein. 


Additive Gruppen. Beim Gruppenbegriff kommt es auf die Be- 
zeichnung der Operation a » b nicht an: die Operation kann auch eine 
Addition sein, z. B. die gewöhnliche Addition von ganzen Zahlen 
oder die Vektoraddition. Man muß dann in den Rechenregeln 1. bis 
4. statt Produkt a: b überall Summe a + 5 lesen. Die Gruppe © 
heißt dann eine additive Gruppe oder ein Modul. Statt des Eins- 
elementes e hat man ein Nullelement 0 mit der Eigenschaft 


0O+a=a füralleain ©, 
ebenso statt des Inversen a-! ein Element — a mit der Eigenschaft 
—a+a=l). 
Meistens nimmt man die Kommutativität der Addition an: 
a+b=b-+a. 
Für a + (— b) schreibt man kurz «a — b. Man hat dann 
(ab) +b=a+(-b+db)=a-+0=a. 


Beispiele. Die ganzen Zahlen bilden einen Modul, ebenso die 
geraden Zahlen. 


Permutationen. Unter einer Permutation einer Menge M ver- 
stehen wir eine eineindeutige Abbildung der Menge M auf sich, d.h. 
eine Zuordnung s, bei der jedem Element a von M ein Bild s(e) 
entspricht und jedes Element von M das Bild genau eines a ist. Für 
s(a) schreibt man auch sa. Bei unendlichen Mengen M nennt man 
die Permutationen manchmal auch Transformationen, aber das Wort 
Transformation wird auch in einem weiteren Sinn als Synonym von 
Abbildungen gebraucht. 

Ist die Menge M endlich und sind ihre Elemente mit Nummern 
1,2,...,n versehen, so kann man jede Permutation vollständig be- 
schreiben durch ein Schema, in dem unter jeder Nummer k& die 
Nummer s(k) des Bildelementes geschrieben wird, z. B. ist 


(1234 
s=9431 


diejenige Permutation der Ziffern 1, 2, 3, 4, die lin 2, 2in 4, 3in 3 
und 4 in 1 überführt. 

Unter dem Produkt st zweier Permutationen s, t wird diejenige 
Permutation verstanden, die entsteht, wenn man zuerst die Per- 
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mutation t und dann auf die Bildelemente die Permutation s ausübt!, 
d.h.: 


2.B.ist für s= (943 1] / 


2431 


1234 
1342 


Das assoziative Gesetz: 
(rs)t=r(st) 


E T ; ;) das Produkt st = | 


1234 
3 . 


4213 


Ebenso ist ts = | 


kann für Abbildungen allgemein so bewiesen werden: Wendet man 
beide Seiten an auf ein beliebiges Objekt a, so kommt: 


(rs) t(a) = (rs) (t(a)) = r(s(t(a))) 
r(st) (a)=r(stla))=r(s(t(a))); 


also beide Male dasselbe. 
Die Identität oder identische Permutation ist diejenige Abbildung I, 
die jedes Objekt auf sich selbst abbildet: 


I(a)=a. 


Die Identität hat offenbar die charakteristische Eigenschaft eines 
Einselementes einer Gruppe: es gilt Is = s für jede Transformation. 
Statt / schreibt man manchmal auch 1. 

Die Inverse einer Permutation s ist diejenige Permutation, die 
s(a) auf a abbildet, mithin s wieder rückgängig macht. Bezeichnet 
man sie mit s-1, so gilt demnach für jedes Objekt a: 


sIs(a) = a 


mithin auch 
sis=/I. 


Aufgaben. 1. Eine nicht leere Menge & von Transformationen einer Men- 
ge M ist eine Gruppe, sobald sie a) zu je zwei Transformationen auch deren 
Produkt und b) zu jeder Transformation auch deren Inverse enthält. 

2. Die Drehungen einer Ebene um einen festen Punkt P bilden eine abel- 
sche Gruppe. Nimmt man noch die Spiegelungen an allen Geraden durch P 
hinzu, so erhält man eine nicht-abelsche Gruppe. 

3. Man beweise, daß die Elemente e, a mit der Zusammensetzungsvor- 
schrift 

ee=e, ea=a, ae=a, aa=e 


eine (abelsche) Gruppe bilden. 

Bemerkung. Man kann die Zusammensetzung einer Gruppe darstellen 
durch eine „Gruppentafel‘‘, eine Tabelle mit doppeltem Eingang, in der zu je 
zwei Elementen das Produkt eingetragen wird. Zum Beispiel heißt die Tafel 


1 Die Reihenfolge ist Sache der Verabredung. Bei älteren Autoren be- 
deutet st manchmal: zuerst s, dann t. 
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für die obige Gruppe: 


e qa 
eie a 
aıa € 


4. Man stelle die Gruppentafel für die Gruppe der Permutationen von drei 
Ziffern auf. 


Aus dem Bewiesenen folgt, daß alle Postulate 1. bis 4. für die 
Gesamtheit der Permutationen einer Menge M erfüllt sind. Demnach 
bilden alle diese Permutationen eine Gruppe. Bei einer endlichen 
Menge M von n Elementen heißt die Gruppe ihrer Permutationen 
auch die symmetrische Gruppe! ©n. 

Wir kehren nun zur allgemeinen Theorie der Gruppen zurück. 

Für ab-c oder a- bc schreibt man kurz abc. 

Aus 3. und 4. folgt: 


alaal=eatl=atl, 


also, wenn man von links mit einem inversen Element von a-1 
multipliziert: 

eaal=e 
oder aat=e; 


also ist jedes linksseitige inverse Element zugleich ein rechtsseitiges 
Inverses. Zugleich sieht man, daß ein Inverses von a! wieder a ist. 
Weiter folgt: 

ae=aala=ea=a; 


also ist das linksseitige Einselement zugleich rechtsseitiges. 
Nunmehr folgt auch die Möglichkeit der (beiderseitigen) Division: 
5. Die Gleichung ax = b besitzt eine Lösung in © und ebenso die 
Gleichung ya = b, wo a und b beliebige Elemente von © sind. 
Diese Lösungen sind nämlich x = a-!b und y = ba-l, weil ja 
alalb)=(aat)b=eb=b, 
(bal)a=blarla)=be=b 


ist. 

Ebenso leicht beweist man die Kindeutigkeit der Division: 

6. Ausax = ax’ und ebenso auza=rwafldgı = «. 

Denn aus ax = ar’ folgt, indem man beide Seiten von links mit 
al multipliziert, x = x’. Genau so beweist man den zweiten Teil der 
Behauptung. 

Insbesondere folgt daraus die Eindeutigkeit des Einselements (als 
Lösung der Gleichung xa = a) und die Eindeutigkeit des Inversen 

1 Der Name ist so gewählt, weil die Funktionen von zı, ..., £n, die bei 


allen Permutationen der Gruppe invariant bleiben, die ‚symmetrischen Funk- 
tionen“ sind. 
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(als Lösung der Gleichung xa = e). Das Einselement wird oft mit 1 
bezeichnet. 

Die Möglichkeit der Division 5. ist ein Postulat, das imstande ist, 
die Postulate 3. und 4. zu ersetzen. Setzen wir nämlich 1., 2. und 5. 
voraus und suchen zunächst 3. zu beweisen. Wir wählen ein Ele- 
ment c aus und verstehen unter e eine Lösung der Gleichung xc=c. 
Dann ist also 

ec—=c. 


Für beliebiges a lösen wir nun die Gleichung 
cz=a. 


Dann ist 
ega=ect=ct=a, 


womit 3. bewiesen ist. 4. ist aber eine unmittelbare Folge der Lös- 
barkeit von za = e. 

Demnach können wir immer 1., 2., 5. als gleichwertige Gruppen- 
postulate statt 1., 2., 3., 4. benutzen. 

Ist & eine endliche Menge, so kann 5. auch durch 6. ersetzt werden. 
Man braucht also nicht die Möglichkeit der Division, sondern nur 
(außer den Postulaten 1. und 2.) die Eindeutigkeit derselben voraus- 
zusetzen. 


Beweis. Sei a irgendein Element. Jedem Element x ordnen wir 
das Element ax zu. Diese Zuordnung ist nach 6. umkehrbar ein- 
deutig; d.h. die Menge & wird eindeutig auf eine Untermenge, die 
Menge aller Produkte ax, abgebildet. Da aber & nach Voraussetzung 
eine endliche Menge ist, so kann sie nicht auf eine echte Untermenge 
eineindeutig abgebildet werden. Also muß die Gesamtheit der Ele- 
mente ax mit © identisch sein; d.h. jedes Element 5 ist in der Ge- 
stalt b = ax zu schreiben, wie die erste Forderung 5. behauptet. 
Ebenso beweist man die Lösbarkeit von b = xa. Also folgt 5. aus 6. 

Die Anzahl der Elemente einer endlichen Gruppe heißt die 
Ordnung der Gruppe. 

Weitere Rechenregeln. Für das Inverse eines Produkts gilt die 
folgende Regel: 

(ab) 1=b-la-l., 
Denn es ist 
(b-lald)ab=bl(arlab)=b1b=e. 


Zusammengesetzte Produkte und Summen; Potenzen. In derselben 
Weise, wie wir für ab-c kurz abc geschrieben haben, wollen wir 
nun auch die zusammengesetzten Produkte von mehreren Faktoren: 


n n 
TIo,=T]a=aa2...a, 
v=1 l 
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definieren. Sind aı,....,an gegeben, so definieren wir rekursiv (für 
n< N): 
1 
I]J»=a, 
1 
n+1l 


II a,— (T a) An+l- 


Insbesondere ist I] a, unser altes ajagaaz, ebenso II a, = 
1 1 
a1a2Qa3Q4 = (AL A2a3) a4, USW. 
Wir beweisen nun, allein mit Hilfe des Assoziativgesetzes, die 
Regel: 


m n m+n 
(1) II“: ][Jem»=]]e 
u=1 v=]1 v=1 


in Worten: Das Produkt zweier zusammengesetzter Produkte ist gleich 
dem zusammengeselzten Produkt aller ihrer Faktoren in derselben 
Reihenfolge. Zum Beispiel ist: 
(ab)(cd)=abcd 
ein Spezialfall von (1). 
Die Formel (1) ist klar fürn = 1 (nach Definition des II-Zeichens). 
Ist sie für einen Wert n schon bewiesen, so ist für den nächsthöheren 


Wert n-+1: 


n+1l 


I Au Il Am+v = I Ay 1 Am+v° amt) 
= I au‘ TI amırJümimsi 
1 1 


m+n m+n+1l 
== I] Ay Am+n+1 > I] Ay. 
1 1 


Damit ist (1) bewiesen. 


m+n 


Bemerkung. Für 11 Am+» Schreibt man auch II a,. Auch setzt 
m+1 


man gelegentlich, wenn es bequem ist, T[a, = e. 


1 
Ein Produkt von n gleichen Faktoren heißt eine Potenz: 


an— I le (insbesondere al=a, a=aa, usw.). 


! Das Symbol v, das den variablen Index angibt, darf natürlich durch jedes 
andere Symbol ersetzt werden, ohne daß die Bedeutung des Produktes sich 
ändert. 
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Aus dem bewiesenen Satz folgt: 
(2) an - am —= artm . 


Weiter gilt: 
(3) (am)n — amn. 


Der Beweis (durch vollständige Induktion) möge dem Leser über- 
lassen bleiben. 

Die bis jetzt bewiesenen Regeln (1), (2), (3) erforderten zu ihrem 
Beweis nur das Assoziativgesetz und werden daher im folgenden auf 
alle Arten von Bereichen angewandt, in denen Produkte definiert 
sind und das Assoziativgesetz gilt (wie z. B. im Bereich der natür- 
lichen Zahlen), auch dann, wenn diese Bereiche keine Gruppen sind. 

Ist die Multiplikation außerdem kommutativ (abelsche Gruppen), 
so kann man weitergehend beweisen, daß der Wert eines zusammen- 
gesetzten Produktes von der Reihenfolge der Faktoren unabhängig 
ist, genauer: Ist eine eineindeutige Abbildung des Abschnittes (1, n) 
der Zahlenreihe auf sich, so ist: 


n N 
a9) = la,. 
v=1 1 


Beweis. Für n = 1 ist die Behauptung klar; sie werde also für 
n — 1 als richtig vorausgesetzt. Es gibt ein k, das auf n abgebildet 
wird: o(k) = n. Dann ist 


n k—1 n—k k—1 n—k 
T Ta, = Nasen as: T Jara.4 = (Tlars Ta.) an! 
1 1 1 1 1 


Das eingeklammerte Produkt enthält genau die Faktoren 
@1; ..., @n-ı lnirgend einer Reihenfolge. Nach der Induktionsvoraus- 


n—1 
setzung ist es gleich II. Also erhält man 
1 


n n—1l n 
ap) = ] la, an =] la,. 
1 1 1 


Aus der bewiesenen Regel folgt, daß man bei abelschen Gruppen 
berechtigt ist zu einer Schreibweise wie z. B.: 


I] QAik; 
1si<ksn 


oder 
I]ex (=1,..,n; k=],...,n), 


i<k 


ı Im Fall k = 1 fällt der erste Faktor weg, im Fall k = n der zweite; das 
stört den Beweis aber nicht. 
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welche bedeutet, daß die Menge der Indexpaare:, kmitl1 sı <ksn 
irgendwie durchnumeriert werden soll (wie, ist gleichgültig) und dann 
das Produkt gebildet wird. 

In beliebigen Gruppen kann man die nullte und die negativen 
Potenzen eines Elementes a wie üblich definieren durch 


a—=]1, 
an (a-1)n , 
und man weist mühelos nach, daß die Regeln (2), (3) nunmehr für 


beliebige ganzzahlige Exponenten gelten. n 
In einer additiven Gruppe schreibt man statt| [@» natürlich San 


und statt a” entsprechend na. Alles für Produkte Bewiesene über- 
trägt sich jetzt auf Summen. 
Die Rechnungsregel (3) hat, additiv geschrieben, die Form eines 
Assoziativgesetzes: 
n-ma=nm-a, 


während (2) die Form eines ‚Distributivgesetzes‘“ hat: 
matna=(m-{n)a 
Zu diesen beiden tritt nun noch ein anderes Distributivgesetz: 
m(a-+b)=ma-+ mb 


[multiplikativ: (ab)” = ambm], das aber nur in abelschen Gruppen 
gilt. Man beweist es leicht durch Induktion. 


Aufgaben. 5. Man beweise für abelsche Gruppen: 


6. Ebenso 


n 
7. Die Ordnung der symmetrischen Gruppe ©, istn! = Il v. [Vollständige 
Induktion nach n.] 1 


$ 7. Untergruppen 


Damit eine nichtleere Untermenge g einer Gruppe ® mit der 
gleichen Zusammensetzungsvorschrift für die Elemente von gq wie 
für die von © wieder eine Gruppe ist, ist notwendig und hinreichend, 
daß sie die Forderungen 1., 2., 3., 4. erfüllt. 1. besagt, daß, wenn a 
und 5b in g liegen, auch ab in g liegt. Die Forderung 2. ist für g von 
selbst erfüllt, weil sie sogar für © gilt. Die Forderung 3. und 4. be- 
sagen, daß in g das Einselement liegt und daß g mit a auch das 
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inverse Element a-1 enthält. Davon ist wieder die Forderung des 
Einselements überflüssig; denn wenn a irgendein Element von g ist, 
so liegt in g auch a-!, also auch das Produkt aa! = e. Damit ist 
bewiesen: 

Notwendig und hinreichend, damit eine nichtleere Untermenge g 
einer gegebenen Gruppe © eine Untergruppe ist, sind die folgenden 
Bedingungen: 

1. g enthält mit je zwei Elementen a, b auch das Produkt ab; 

2. g enthält zu jedem Element a auch das ınverse Element a’. 


Ist insbesondere g endlich, so ist die zweite dieser Forderungen 
sogar überflüssig; denn in diesem Fall können 3. und 4. durch 6. 
ersetzt werden, und die Forderung 6. gilt sicher für g, da sie sogar 
für © gilt. 

Allgemein kann man die Bedingungen 1. und 2. in einer einzigen 
zusammenfassen: g soll mit a und b auch ab! enthalten. Denn dann 
enthält g mita auch aa! = e, weiter ea! = al, daher mit a und b 
auch 5-1 und a (b-1)-1 = ab. 

Wenn (in abelschen Gruppen) die Gruppenrelationen additiv ge- 
schrieben werden, so ist eine Untergruppe dadurch charakterisiert, 
daß sie mita unddb auch a + 5, mit a auch — a enthält. Diese beiden 
Forderungen kann man durch die einzige ersetzen, daß mit a und b 
auch a — 5b in der Untergruppe liegen soll. 


Beispiele von Untergruppen. 

Jede Gruppe hat als Untergruppe die Einheitsgruppe &, die nur 
aus dem Einselement besteht. 

Die wichtigste Untergruppe der symmetrischen Gruppe ©, aller 
Permutationen von n Objekten ist die alternierende Gruppe U, , die 
aus denjenigen Permutationen besteht, welche, auf die Variablen 


X%15 :--, %n angewandt, die Funktion 
i<k 


in sich überführen. Diese Permutationen heißen gerade, die übrigen 
ungerade. Letztere kehren das Vorzeichen der Funktion A um. Jede 
Transposition (= Permutation, die zwei Ziffern vertauscht) ist eine 
ungerade Permutation. Das Produkt zweier geraden oder zweier un- 
geraden Permutationen ist gerade; das Produkt aus einer geraden 
und einer ungeraden Permutation ist ungerade. Aus der ersten Eigen- 
schaft folgt, daß A, eine Gruppe ist. Da eine feste Transposition bei 
Multiplikation mit geraden Permutationen ungerade ergibt und um- 
gekehrt, gibt es gleich viele gerade wie ungerade Permutationen, 
mithin von jeder Art n!/2 (vgl. $6, Aufgabe 7). 

Um die Untergruppen der symmetrischen Gruppe ©, bequem hinschreiben 
zu können, bedient man sich der bekannten Zykeldarstellung der Permutationen: 
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Mit (pqrs) bezeichnen wir eine zyklische Vertauschung, die p in g, qginr, 
rin s und s in p überführt und alle übrigen Objekte fest läßt. Man zeigt mit 
Leichtigkeit, daß jede Permutation eindeutig (bis auf die Reihenfolge) als 
Produkt von solchen zyklischen Permutationen oder „Zyklen“ 


(ikl...)(pg...)... 


darstellbar ist, wobei keine zwei Zyklen ein Element gemein haben. Die Fak- 
toren dieses Produktes sind vertauschbar. Ein Zyklus aus einem Element, 
etwa (1), stellt die identische Permutation dar. Es ist natürlich 


(1254)=(2541) usw. 


Mit diesen Bezeichnungen können wir die 3! = 6 Permutationen der 
Gruppe ©; so darstellen: 


(1), (12), (13), (23), (123), (132). 


Die Untergruppen sind leicht alle zu bestimmen. Sie sind (außer ©3 selbst) : 


As: (1), (123), (132); 
cn N 12; ©: (1), (13); ©: (1), (23); 


Sind a,b, ... irgendwelche Elemente in einer Gruppe ®, so gibt 
es außer © möglicherweise noch andere Untergruppen, die a, b,... 
enthalten. Der Durchschnitt aller dieser ist wieder eine Gruppe X. 
Man nennt diese die vona, b, ... erzeugte Gruppe. Diese enthält sicher 
alle Produkte wie a-la-1bab-1... (von endlichvielen Faktoren, mit 
oder ohne Wiederholung). Diese Produkte bilden aber eine Gruppe, 
die a,b,... enthält und die also auch X umfaßt. Also ist diese Gruppe 
mit WU identisch. Damit ist gezeigt: 

Die von a, b, ... erzeugte Gruppe besteht aus allen Produkten aus je 
endlichvielen dieser Elemente und ihren Inversen. 

Insbesondere erzeugt ein einziges Element a die Gruppe aller 
Potenzen a*#?r (inklusive a" = e). Wegen 


ar am = antm — am ar 


ist diese Gruppe abelsch. 

Eine Gruppe, die aus den Potenzen eines einzigen Elementes be- 
steht, nennt man zyklisch. 

Es gibt nun zwei Möglichkeiten. Entweder sind alle Potenzen af 
verschieden; dann ist die zyklische Gruppe 


...,072, al, ad, al, a?,... 
unendlich. Oder es kommt einmal vor, daß 
ah=ak, h>k 
ist. Dann ist 
ah-k — e (h—k>0). 


In diesem Falle sei nun n der kleinste positive Exponent, für den 
a® —= e ist. Dann sind die Potenzen a°, al, a?, ..., a®-l alle verschie- 
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den; denn aus 
ak — ak (<Sk<h<n) 
würde folgen 
ah-k — e O<h—k<n), 
entgegen der über n gemachten Voraussetzung. 
Stellt man jede ganze Zahl m in der Form 


m=qn-r ((<r<n) 
dar, so ist 
am — aunrr — aın ar — (ar)q ar — ear — ar. 
Also sind alle Potenzen von «a schon in der Reihe a®, al, ..., a%-1 ver- 


treten. Die zyklische Gruppe hat demnach genau n Elemente, näm- 
lich 
adal,...,an-, 


Die Zahl n, die Ordnung der von a erzeugten zyklischen Gruppe, 
heißt die Ordnung des Elements a. Sind alle Potenzen von a ver- 
schieden, so nennt man a ein Element unendlicher Ordnung. 


Beispiele. Die ganzen Zahlen 
.., —2, —1,0,1,2,... 


mit der Addition als Verknüpfung bilden eine unendliche zyklische 
Gruppe. Die oben angeschriebenen Gruppen ©a, U3 sind zyklische 
Gruppen der Ordnungen 2, 3. 

Aufgaben. 1. Es gibt zyklische Permutationsgruppen beliebiger Ordnung. 

2. Man beweise durch Induktion nach n, daß die n — 1 Transpositionen 
(12), (13),..., (ln) fürn > 1 die symmetrische Gruppe ©, erzeugen. 

3. Ebenso, daß dien — 2 Dreierzyklen (123), (124),...,(12n) fürn > 2 
die alternierende Gruppe W,„ erzeugen. | 

Wir wollen nun alle Untergruppen der zyklischen Gruppen be- 
stimmen. Es sei © eine zyklische Gruppe mit dem erzeugenden Ele- 
ment a und g eine Untergruppe, welche nicht nur aus der Eins be- 
steht. Wenn g ein Element a”? mit negativem Exponenten enthält, 
so liegt auch das inverse Element a” in g. Es sei nun a” das Element 
von g mit kleinstem positivem Exponenten. Wir beweisen, daß alle 
Elemente von g Potenzen von a” sind. Ist nämlich a ein beliebiges 
Element von g, so kann man wieder 


s=qm-+r (!sr<m) 


setzen. Dann ist a°(a”)-@ = aS-m@ = ar ein Element von g mit 
r < m. Daraus folgt r = 0 wegen der Wahl von m, mithin s = qm 
und a® = (aM)@. Alle Elemente von g sind also Potenzen von a”. 

Hat a die endliche Ordnung n, a® = e, so muß, da a” =ein 
der Untergruppe g liegt, n durch m teilbar sein: n = qm. Die Unter- 
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gruppe g besteht dann aus den Elementen a”, a?m,..., am = e 
und hat die Ordnung g. Wenn aber a unendliche Ordnung hat, so 
ist auch die Untergruppe g, bestehend aus den Elementen e, a+m, 
a+?m,... von unendlicher Ordnung. Damit ist bewiesen: 

Eine Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist wieder zyklisch. Sie 
besteht entweder nur aus der Eins oder aus den Potenzen des Elements am 
mit kleinstmöglichem positivem m, oder anders formuliert: Sie besteht 
aus den m-ten Potenzen der Elemente der ursprünglichen Gruppe. Dabei 
ist für eine zyklische Gruppe unendlicher Ordnung m beliebig, während 
für eine zyklische Gruppe der endlichen Ordnung n die Zahl m ein Teiler 
von n sein muß. In diesem Fall hat die Untergruppe die Ordnung 
q = n/m. Zu jeder solchen Zahl m gehört eine und nur eine Unter- 
gruppe {am} der zyklischen Gruppe {a}. 


$ 8. Das Rechnen mit Komplexen. Nebenklassen 


Unter einem Komplex versteht man in der Gruppentheorie eine 
beliebige Menge von Elementen einer Gruppe ©. 

Unter dem Produkt gb zweier Komplexe g und h versteht man 
die Menge aller Produkte gh, wo g aus q und h aus h entnommen ist. 
Besteht in dem Produkt gh der eine Komplex, etwa g, nur aus einem 
Element g, so schreibt man für gh einfach gh. 

Offenbar gilt die Regel 


shH=(ah)E. 


In zusammengesetzten Produkten von Komplexen können die Klam- 
mern also weggelassen werden [vgl. $ 6, (1)]. 
Ist der Komplex g eine Gruppe, so gilt 


99-49. 


Es seien g und h Untergruppen von ®. Wir fragen, unter welchen 
Bedingungen das Produkt gh wieder eine Gruppe ist. Die Gesamt- 
heit der Inversen der Elemente von gb ist hg, denn das Inverse von 
gh ist h!g-1. Soll also gh eine Gruppe sein, so muß 


(1) bg=sh 


sein, d.h. g muß mit h vertauschbar sein. Diese Bedingung reicht aber 
auch hin, denn wenn sie erfüllt ist, so enthält gb zugleich mit jedem 
Elemente gh auch das Inverse hA-1g-1 und außerdem zu je zwei Ele- 
menten auch das Produkt wegen 


ghbeh=gahh= ah. 


Also: Das Produkt gb von zwei Untergruppen g und h von © ıst dann 
und nur dann wieder eine Gruppe, wenn die Untergruppen g und h ver- 
tauschbar sind. Dazu ist natürlich nicht erforderlich, daß jedes Ele- 
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ment von g mit jedem Element von h vertauschbar ist. Ist die Ver- 
tauschbarkeitsbedingung (1) erfüllt, so ist das Produkt gh die von 
g und h erzeugte Gruppe. 

In einer abelschen Gruppe ist (1) stets erfüllt. Wird die abelsche 
Gruppe additiv geschrieben, sind g und h also Untermoduln eines 
Moduls, so schreibt man (g, h) statt gb, während die Bezeichnung 
ga-+h für den später zu untersuchenden Spezialfall der ‚direkten 
Summe‘ vorbehalten bleibt. 

Ist g eine Untergruppe und a ein Element von ®, so bezeichnet 
man den Komplex ag als eine linksseitige Nebenklasse, den Komplex 
ga als eine rechtsseitige Nebenklasse (auch Nebengruppe, Nebenkomplex 
oder Restklasse) von g in ®. Liegt a in g, so ist ag= 9, also ist stets 
eine der linksseitigen (und ebenso eine der rechtsseitigen) Neben- 
klassen von g gleich g selbst. 

Im folgenden werden hauptsächlich die linksseitigen Nebenklassen 
betrachtet, obwohl alle anzustellenden Betrachtungen auch für die 
rechtsseitigen Nebenklassen gelten. 

Zwei Nebenklassen ag, bg können sehr wohl gleich sein, ohne daß 
a = b ist. Immer dann nämlich, wenn a-1b in g liegt, gilt 


bg=aabg=alarlbg)=ag. 


Zwei verschiedene Nebenklassen haben kein Element gemeinsam. 
Denn wenn die Nebenklassen ag und bg ein Element gemein haben, 
etwa 

agı =bga, 
so folgt 
gıp =arıb, 
so daß a-!b in g liegt; nach dem Vorigen sind also ag und bg iden- 
tisch. 

Jedes Element a gehört einer Nebenklasse an, nämlich der Neben- 
klasse ag. Diese enthält ja sicher das Element ae=.a. Nach dem eben 
Bewiesenen gehört das Element a auch nur einer Nebenklasse an. Wir 
können demnach jedes Element a als Repräsentanten der a enthalten- 
den Nebenklasse ag ansehen. 

Nach dem Vorhergehenden bilden die Nebenklassen eine Klassen- 
einterlung der Gruppe ©. Jedes Element gehört einer und nur einer 
Klasse an!. 

Je zwei Nebenklassen sind gleichmächtig. Denn durch ag — bg 
ist eine eineindeutige Abbildung von ag auf bg definiert. 








1 Inder Literatur findet man oft die von GALo1s eingeführte Schreibweise: 
G=-agragt'; 


die besagen soll, daß die Klassen a,g zueinander fremd sind und zusammen die 
Gruppe & ausmachen. Wir vermeiden diese Schreibweise, weil wir das Zeichen 
+ für die später zu erklärende direkte Summe reservieren wollen. 
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Die Nebenklassen sind, mit Ausnahme von g selbst, keine Grup- 
pen; denn eine Gruppe müßte das Einselement enthalten. 

Die Anzahl der verschiedenen Nebenklassen einer Untergruppe q 
in & heißt der Index von g in ©. Der Index kann endlich oder un- 
endlich sein. 

Ist N die (als endlich angenommene) Ordnung von ®, n die von g, 
j der Index, so gilt die Relation 


(2) N=jn; 


denn ® ist ja in 5 Klassen eingeteilt, deren jede n Elemente enthält!. 
Man kann für endliche Gruppen aus (2) den Index j berechnen: 


. N 
J=T.* 

Folge. Die Ordnung einer Untergruppe einer endlichen Gruppe ıst 
ein Teiler der Ordnung der Gesamigruppe. 

Nimmt man für die Untergruppe speziell die von einem Element c 
erzeugte zyklische Gruppe, so folgt: 

Die Ordnung eines Elements einer endlichen Gruppe ist ein Teiler 
der Gruppenordnung. 

Eine unmittelbare Folge dieses Satzes ist: /n einer Gruppe mit 
n Elementen gilt für jedes a die Beziehung ar = e. 

Es kann vorkommen, daß alle linksseitigen Nebenklassen ag zu- 
gleich rechtsseitige sind. Soll das der Fall sein, so muß diejenige links- 
seitige Nebenklasse, in der ein beliebig vorgegebenes Element a liegt, 
mit der rechtsseitigen Nebenklasse, die a enthält, identisch sein, d.h. 
es muß für jedes a 


(3) ag=ga 


sein. 

Man nennt eine Untergruppe g, welche die Eigenschaft (3) hat, 
d.h. welche mit jedem Element a aus ® vertauschbar ist, einen Nor- 
malteiler oder eine ausgezeichnete oder invarıante Untergruppe in ©. 

Ist g ein Normalteiler, so ist das Produkt zweier Nebenklassen 
wieder eine Nebenklasse: 


ag-bg=a.gb-g=abgg=abg. 


Aufgaben. 1. Man suche zu den Untergruppen der ©; die rechts- und links- 
seitigen Nebenklassen. Welche von diesen Untergruppen sind Normalteiler ? 

2. Man zeige, daß bei einer beliebigen Untergruppe die Inversen der 
Elemente einer linksseitigen Nebenklasse eine rechtsseitige Nebenklasse bilden. 
Daraus ist weiter zu erschließen, daß der Index auch als Anzahl der rechts- 
seitigen Nebenklassen bestimmt werden kann. 


1 Die Relation gilt zwar auch, wenn N unendlich ist; nur muß man dann, 
um ihren Sinn zu erklären, Produkte von Kardinalzahlen einführen, was wir 
nicht getan haben. 
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3. Man zeige, daß jede Untergruppe vom Index 2 Normalteiler ist. Beispiel: 
die alternierende Gruppe in der symmetrischen von n Ziffern. 

4. Eine Untergruppe einer abelschen Gruppe ist immer Normalteiler. 

5. Ist & eine von a erzeugte zyklische Gruppe, g eine von & verschiedene 
Untergruppe, die von a® mit minimalem m erzeugt wird (vgl. $ 7), so sind 1, 
a,a?,...,am-l Repräsentanten der Nebenklassen und m ist der Index von g 
in ©. 

6. Wenn das Produkt von je zwei linksseitigen Nebenklassen von g in 
stets wieder eine Linksnebenklasse ist, so ist g Normalteiler in ©. 


$ 9. Iomorphismen und Automorphismen 


Wir denken uns zwei Mengen M, M gegeben. In jeder dieser Men- 
gen seien irgendwelche Relationen zwischen den Elementen definiert. 


Man kann sich z.B. denken, daß die Mengen M, M Gruppen sind und 
daß die Relationen die Gleichungen a - b = c sind, die vermöge der 
Gruppeneigenschaft bestehen. Oder man kann sich etwa denken, daß 
die Mengen geordnet sind und daß die Relationen a > 5b gemeint sind. 

Wenn es nun möglich ist, die beiden Mengen eineindeutig auf- 
einander abzubilden derart, daß die Relationen bei der Abbildung 
erhalten bleiben, d.h. wenn jedem Element a von M umkehrbar ein- 


deutig ein Element @ von M zugeordnet werden kann, so daß die 
Relationen, die zwischen irgendwelchen Elementen a, b,... von M 
bestehen, auch zwischen den zugeordneten Elementen ä, 5, ... be- 
stehen und umgekehrt, so nennt man die beiden Mengen isomorph 


(bezüglich der fraglichen Relationen) und schreibt M z M. Die Zu- 
ordnung selbst heißt /somorphismus. 

So kann man reden von isomorphen Gruppen, von isomorph ge- 
ordneten oder ähnlich-geordneten Mengen usw. Ein Isomorphismus 
zweier Gruppen ist also eine solche eineindeutige Abbildung a — ä, 
bei der aus ab = c folgt äb = © (und umgekehrt), also bei der dem 
Produkt ab stets das Produkt @b zugeordnet ist. 

Ebenso wie gleichmächtige Mengen für die allgemeine Mengen- 
theorie gleichwertig sind, so sind isomorphe Gruppen in der Gruppen- 
theorie als nicht wesentlich verschieden zu betrachten. Man kann alle 
Begriffe und Sätze, die auf Grund der gegebenen Relationen einer 
Menge definiert und bewiesen werden können, unmittelbar auf jede 
isomorphe Menge übertragen. Zum Beispiel ist eine Menge, in der 
Produktrelationen definiert sind und die einer Gruppe isomorph ist, 
wieder eine Gruppe, und Einselement, Inverses und Untergruppen 
gehen bei der Isomorphie wieder in Einselement, Inverses und Unter- 
gruppen über. nn 

Wenn insbesondere die beiden Mengen M, M zusammenfallen, 
d.h. wenn die betrachtete Zuordnung jedem Element a ein Element @ 
derselben Menge umkehrbar eindeutig zuordnet mit Erhaltung der 
Relationen, so heißt die Zuordnung ein Automorphismus. 
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Die Automorphismen einer Menge bringen gewissermaßen ihre 
Symmetrieeigenschaften zum Ausdruck. Denn was bedeutet eine 
Symmetrie z.B. einer geometrischen Figur ? Sie heißt, daß die Figur 
bei gewissen Transformationen (Spiegelungen, Drehungen usw.) in 
sich übergeht, wobei gewisse Relationen (Entfernungen, Winkel, 
Lagebeziehungen) erhalten bleiben, oder in unserer Terminologie, 
daß die Figur in bezug auf ihre metrischen Eigenschaften gewisse 
Automorphismen gestattet. 

Offenbar ist das Produkt zweier Automorphismen (Produktbil- 
dung von Transformationen nach $6) wieder ein Automorphismus 
und die inverse Operation eines Automorphismus wieder ein solcher. 
Daraus folgt nach $6, daß die Automorphismen einer beliebigen 
Menge (mit beliebigen Relationen zwischen ihren Elementen) eine 
Transformationsgruppe bilden: die Automorphismengruppe der 
Menge. 

Insbesondere bilden die Automorphismen einer Gruppe wieder 
eine Gruppe. Wir wollen einige dieser Automorphismen etwas näher 
betrachten. 

Ist a ein festes Gruppenelement, so ist die Zuordnung, die x in 


(1) t=axra 


überführt, ein Automorphismus. Denn erstens läßt sich (1) nach x 
eindeutig auflösen: 
x=atta; 


also ist die Zuordnung eineindeutig. Zweitens ist 
zy=axarl-ayal=alıyJal=xry; 


also ist die Zuordnung isomorph. 

Man nennt axa-! das aus x mit Hilfe von a transformierte Element 
und nennt die Elemente x, axa-1 konjugierte Gruppenelemente. Die 
von den Elementen a erzeugten Automorphismen x — axa-! heißen 
innere Automorphismen der Gruppe. Alle übrigen Automorphismen 
(falls noch andere existieren) heißen äußere Automorphismen. 

Bei einem inneren Automorphismus x — axa-1 geht eine Unter- 
gruppe g in eine Untergruppe aga-! über, die man eine zu g kon- 
jugverte Untergruppe nennt. 

Ist eine Untergruppe g mit allen ihren konjugierten identisch: 


(2) agal=g fürjedes a, 
so heißt das nichts anderes, als daß die Gruppe q mit jedem Element a 


vertauschbar ist: 
an=ga, 


mithin Normalteiler ist ($ 8). Also: 
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Die gegenüber allen inneren Automorphismen invarıanten Unter- 
gruppen sind die Normalteiler. 

Durch diesen Satz erklärt sich die Bezeichnung ‚‚invariante Unter- 
gruppe“ für die Normalteiler. 

Die Forderung (2) kann durch die etwas schwächere 


(3) agaıcg 

ersetzt werden. Denn wenn (3) für jedes a gilt, so gilt es auch für a-!: 
a-lgaCg, 

(4) glagat; 


aus (3) und (4) folgt aber (2). Also: 
Eine Untergruppe ist Normalteiler, wenn sie zu jedem Element b 
auch alle konjugverten Elemente aba! enthält. 


Aufgaben. 1. Abelsche Gruppen haben keine inneren Automorphismen 
außer dem identischen. 

2. In Permutationsgruppen kann man das transformierte Element aba! 
eines Elements 5 dadurch erhalten, daß man b als Produkt von Zyklen darstellt 
(8 7) und die Ziffern in diesen Zyklen der Permutation a unterwirft. Beweis ? 
Mit Hilfe dieses Satzes berechne man aba! für den Fall 


b=(12) (345), 
a= (2345). 


3. Man beweise, daß die symmetrische Gruppe ©3 keine äußeren, aber 
sechs innere Automorphismen hat. Die Gruppe der inneren Isomorphismen 
ist in diesem Fall isomorph zur Gruppe selbst. 

4. Die symmetrische Gruppe ©4 hat außer sich selbst und der Einheits- 
gruppe nur die folgenden Normalteiler: 

a) die alternierende Gruppe Wa, 

b) die „Kleinsche Vierergruppe‘“ ®4, bestehend aus den Permutationen 


(1), (12) (34), (13) (24), (14) (23). 


Diese Gruppe ist abelsch. 
5. Ist g Normalteiler in & und 9 eine ‚„Zwischengruppe“: 


seHcG, 


so ist g auch Normalteiler in 9. 

6. Alle unendlichen zyklischen Gruppen sind isomorph zur additiven 
Gruppe der ganzen Zahlen. 

7. Die Konjugiertheitsrelation ist symmetrisch, reflexiv und transitiv. 
Man kann also die Elemente einer Gruppe in Klassen konjugierter Elemente 
einteilen. 


$ 10. Homomorphie, Normalteiler und Faktorgruppen 


Wenn in zwei Mengen M und DW gewisse Relationen (wie a < b 
oder ab = c) definiert sind und wenn jedem Element a von M ein 
Bildelement & = pa so zugeordnet ist, daß alle Relationen zwischen 
Elementen von M auch für die Bildelemente gelten (so daß z.B. aus 
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a<b folgt &<b, wenn es sich um die Relation < handelt), so 
heißt & eine homomorphe Abbildung oder ein Homomorphismus von 
Min. 

Zum Beispiel sei M eine Gruppe und X eine Menge, in der eben- 
falls Produkte definiert sind. Ist dann dem Produkt ab immer das 
Produkt & - 5 zugeordnet, so ist die Abbildung 9 ein Gruppenhomo- 
morphismus. Beispiele sind die früher definierten (eineindeutigen) 
Isomorphismen von Gruppen. 

Ist die Abbildung 9 surjektiv, d.h. ist jedes Element von W% Bild- 
element mindestens eines a aus M, so hat man einen Homomorphis- 
mus von M auf. 

Eine homomorphe Abbildung von W in sich selbst heißt Endo- 
morphismus von M. _ 

Bei einer homomorphen Abbildung von M auf M kann man die 


Elemente von M, die ein festes Bild & in M haben, zu einer Klasse a 
vereinigen. Jedes Element a gehört einer und nur einer Klasse a an; 


d.h. die Menge M ist in Klassen eingeteilt, die den Elementen von M 
eineindeutig zugeordnet sind. Die Klasse a heißt auch das Urbild 
von d. 

Beispiele. Ordnet man jedem Element einer Gruppe das Eins- 
element zu, so entsteht eine Homomorphie der Gruppe mit der Ein- 
heitsgruppe. Ebenso entsteht eine Homomorphie, wenn man jeder 
Permutation einer Permutationsgruppe die Zahl +1 oder —1 zu- 
ordnet, je nachdem die Permutation gerade oder ungerade ist; die 
zugeordnete Gruppe ist die multiplikative Gruppe der Zahlen +1 
und —1. 

Ordnet man jeder ganzen Zahl m die Potenz a” eines Elements a 
einer Gruppe zu, so entsteht ein Homomorphismus der additiven 
Gruppe der ganzen Zahlen mit der von a erzeugten zyklischen Grup- 
pe, denn der Summe m + n ist das Produkt amtn = am.a” zu- 
geordnet. Ist a ein Element von unendlicher Ordnung, so ist der 
Homomorphismus ein Isomorphismus. 

Wir wollen nun speziell Homomorphismen von Gruppen unter- 
suchen. _ 

Sind in einer Menge & Produkte üb (also Relationen der Gestalt 
üb = 6) definiert und ist eine Gruppe © auf & homomorph abgebildet, 
so ist auch ® eine Gruppe. Kurz: Das homomorphe Abbild einer Gruppe 
ist wieder eine Gruppe. 

Beweis. Zunächst sind je drei gegebene Elemente &, b,ö von © 
stets Bilder von Elementen von ®, also etwa von a, b, c. Aus 


ab’ c=a-bc 


folgt dann 
äb-c=ä-be. 
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Weiter folgt aus 
ae=a füralle a, 
de=ä für alle &, 
und aus 
ba=e b=a-l), 


bä=e. 


Also gibt esin ® ein Einselement & und zu jedem & ein Inverses. Also 


ist © eine Gruppe. Zugleich ist bewiesen: 

Einselement und inverses Element gehen bei einem Homomorphis- 
mus wieder in Einselement und inverses Element über. _ 

Jetzt soll die durch eine homomorphe Abbildung & — & gegebene 
Klasseneinteilung genauer studiert werden. Es wird sich dabei eine 
sehr wichtige eineindeutige Beziehung zwischen Homomorphismen 
und Normalteilern herausstellen. _ 

Die Klasse e von ©, der bei einer Homomorphie ® » © das Ein- 


heitselement & von & entspricht, ist ein Normalteiler von ©, und die 
übrigen Klassen sind die Nebenklassen dieses Normalteilers. 


Beweis. Zunächst ist e eine Gruppe. Denn wenn a und b bei der 
Homomorphie beide in € übergehen, so geht ab über in €? = £; also 
enthält e zu je zwei Elementen das Produkt. Weiter geht a-1 über in 
&e1 = £; also enthält e auch das Inverse eines jeden Elementes. 

Die Elemente einer linksseitigen Nebenklasse ae gehen alle über 
in das Element @& = ä. Wenn umgekehrt ein Element a’ in @ über- 
geht, so bestimme man x aus 


Es folgt: 


Also liegt z in e, also a’ in ae. 

Die Klasse von ®, die dem Element ä entspricht, ist also genau 
die linksseitige Nebenklasse ae. 

Genau so zeigt man aber, daß die Klasse, die @ entspricht, die 
rechtsseitige Nebenklasse ea sein muß. Also stimmen rechts- und 
linksseitige Nebenklassen überein: 


ae=ea, 
und e ist Normalteiler. Damit ist alles bewiesen. 
Der Normalteiler e, dessen Elemente beim gegebenen Homomor- 


phismus in e übergehen, heißt der Kern des Homomorphismus. 
Wir kehren nun die Frage um: Gegeben sei ein Normalteiler g von 


&. Kann man eine zu & homomorphe Gruppe & bilden, so daß die 
Nebenklassen von g genau den Elementen von © entsprechen ? 
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Um das zu erreichen, wählen wir am einfachsten als Elemente der 


zu konstruierenden Gruppe ® die Nebenklassen von g selbst. Nach 
$ 8 ist das Produkt zweier Nebenklassen des Normalteilers g wieder 
eine Nebenklasse, und wenn a zur Nebenklasse ag und b zu bg ge- 
hört, so gehört ab zur Produktnebenklasse abg=ag:bg. Die Neben- 
klassen bilden demnach eine zu & homomorphe Menge, also eine zu & 
homomorphe Gruppe. Man nennt diese die Faktorgruppe von ® nach g 
und stellt sie durch das Symbol 


©/g 


dar. Die Ordnung von Ö/g ist der Index von g. 

Wir sehen hier die prinzipielle Wichtigkeit der Normalteiler: sie 
ermöglichen die Konstruktion von neuen Gruppen, die zu gegebenen 
Gruppen homomorph sind. _ 

Ist eine Gruppe ® auf eine andere Gruppe & homomorph ab- 


gebildet, so sahen wir schon, daß den Elementen von & (umkehrbar 
eindeutig) die Nebenklassen des Kernes e in ® entsprechen. Diese 
Zuordnung ist natürlich eine Isomorphie; denn wenn ag, bg zwei 
Nebenklassen sind, so ist abg ihr Produkt; die entsprechenden Ele- 


mente in ® sind ä, 5, (ab) und es ist in der Tat 
(ab)=ä-b 
wegen der Homomorphie. Also haben wir: 
Sem ©, 


und damit den Homomorphiesatz für Gruppen: 


Jede Gruppe ©, auf die & homomorph abgebildet ist, ist isomorph 
einer Faktorgruppe &je; dabei ıst der Normalteiler e der Kern des 
Homomorphismus. Umgekehrt ist © auf jede Faktorgruppe Öle (wo e 
Normalteiler) homomorph abgebildet. 


Aufgaben. 1. Triviale Faktorgruppen einer jeden Gruppe Ö sind: Ö/E— ©; 
8/8 E. 

2. Die Faktorgruppe der alternierenden Gruppe (S„/AUn) ist eine zyklische 
Gruppe der Ordnung 2. 

3. Die Faktorgruppe ©4/D4 der Kleinschen Vierergruppe ($ 9, Aufgabe 4) 
ist isomorph mit ©3. 

4. Die Elemente aba-1b-1 einer Gruppe ® und ihre Produkte (zu je endlich- 
vielen) bilden eine Gruppe, die man die Kommutatorgruppe von ® nennt. Diese 
ist Normalteiler, und ihre Faktorgruppe ist abelsch. Jeder Normalteiler, dessen 
Faktorgruppe abelsch ist, umfaßt die Kommutatorgruppe. 

5. Ist & zyklisch, a das erzeugende Element von ®, g eine Untergruppe 
vom Index m, so ist ®/g zyklisch von der Ordnung m. 


In einer abelschen Gruppe ist jede Untergruppe Normalteiler (vgl. 
$ 8, Aufgabe 4). Schreibt man die Verknüpfung als Addition, so hat 
man für die Gruppen und ihre Untergruppen, wie schon erwähnt, den 
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Namen Moduln. Die Nebenklassen a + M (wo M ein Modul ist) heißen 
Restklassen nach M oder Restklassen modulo M, und die Faktor- 
gruppe G/M heißt Restklassenmodul von ® nach M. 

Zwei Elemente a, 5 liegen in einer Restklasse, wenn ihre Differenz 
in M liegt. Man nennt zwei solche Elemente kongruent nach dem 
Modul M oder: kongruent modulo M, und schreibt 


a=b (mod M) 


oder kurz 


a=b(M). 


Für die im Homomorphismus zugeordneten Elemente ä, 5 des 
Restklassenmoduls gilt dann: 


—b. 


Umgekehrt folgt aus @ = 5 stets a = 5(M). 
Zum Beispiel bilden im Bereich der ganzen Zahlen die Vielfachen 


einer natürlichen Zahl m einen Modul, und man schreibt dementspre- 
chend 


Sı 


a=b(m), 


wenn die Differenz a — b durch m teilbar ist. Die Restklassen können 
durch 0, 1,2,..., m — 1 repräsentiert werden, und der Restklassen- 
modul ist eine zyklische Gruppe der Ordnung m. 


Aufgabe. 6. Jede zyklische Gruppe der Ordnung m ist isomorph dem Rest- 
klassenmodul nach der ganzen Zahl m. 


Drittes Kapitel 
Ringe und Körper 


Inhalt. Definition der Begriffe Ring, Integritätsbereich, Körper. 
Allgemeine Methoden, aus Ringen andere Ringe (bzw. Körper) zu 
bilden. Sätze über Primfaktorzerlegung in Integritätsbereichen. 

Die Begriffe dieses Kapitels werden im ganzen Buch benutzt. 


$ 11. Ringe 


Die Größen, mit denen man in der Algebra und Arithmetik ope- 
riert, sind von verschiedener Natur; bald sind es die ganzen, bald die 
rationalen, die reellen, die komplexen, die algebraischen Zahlen; die 
Polynome oder die rationalen Funktionen von rn Veränderlichen usw. 
Wir werden später noch Größen von ganz anderer Art: hyper- 
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komplexe Zahlen, Restklassen u. dgl., kennenlernen, mit denen man 
ganz oder fast ganz wie mit Zahlen rechnen kann. Es ist daher 
wünschenswert, alle diese Größenbereiche unter einen gemeinsamen 
Begriff zu bringen und die Rechengesetze in diesen Bereichen all- 
gemein zu untersuchen. 

Unter einem System mit doppelter Komposition versteht man eine 
Menge von Elementen a,b, ...., in der zu je zwei Elementen a, b ein- 
deutig eine Summe a + b und ein Produkt a - b definiert sind, die 
wieder der Menge angehören. 

Ein System mit doppelter Komposition heißt ein Ring, wenn 
folgende Rechengesetze für alle Elemente des Systems erfüllt sind: 


I. Gesetze der Addition. 

a) Assoziatiwes Gesetz: a+(b+c)=(a+b)-+.c. 

b) Kommutatives Gesetz: a+tb=b-+.a. 

c) Lösbarkeit! der Gleichung a+x=b für alle a und b. 

II. Gesetz der Multiplikation. 

a) Assoziatives Geselz: a-be=ab:c. 

III. Distributivgesetze. 

a) a-(b+c)=ab-+ac. 

b) b+c)-a=ba-+t.ca. 

Zusatz. Gilt auch für die Multiplikation das kommutative Gesetz: 

II. b)a-b=b-a, 
so heißt der Ring kommutativ. Vorläufig werden wir es hauptsächlich 
mit kommutativen Ringen zu tun haben. 


Zu den Gesetzen der Addition. Die drei Gesetze Ia, b, c zusammen 
besagen nichts anderes, als daß die Ringelemente bei der Addition 
eine abelsche Gruppe bilden?. Also können wir alle früher für abel- 
sche Gruppen bewiesenen Sätze auf Ringe übertragen: Es gibt ein 
(und nur ein) Nullelement 0, mit der Eigenschaft: 


a+0=a fürallee. 
Weiter existiert zu jedem Element a ein entgegengesetztes Element — a, 


mit der Eigenschaft 
—a+a=l0. 


Sodann ist die Gleichung a + x = b nicht nur lösbar, sondern ein- 
deutig lösbar; ihre einzige Lösung ist 
x=—a+b; 
wir bezeichnen sie auch mit b — a. Da man vermöge 
a—b=a-+(-—b) 


1 Eindeutige Lösbarkeit wird nicht verlangt, folgt aber später. 
2 Man bezeichnet diese Gruppe als die additive Gruppe des Ringes. 
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jede Differenz in eine Summe verwandeln kann, so gelten in diesem 
Sinne auch für Differenzen dieselben Vertauschungsregeln wie für 
Summen, etwa 

(a —b)—-c=(a—c)—b, 
usw. Schließlich ist — (—a)=aunda—a=0. 


Zu den Assoziativgesetzen. Wie wir im Kap. 2, $6 sahen, kann 
man auf Grund des Assoziativgesetzes für die Multiplikation die zu- 
sammengesetzten Produkte 


n 
]]»= aa: ...An 
1 


definieren und ihre Haupteigenschaft 


m n m+nNn 
[au] lan» =] ]|® 
1 v=1 1 


beweisen. Ebenso kann man die Summen 
n 
>%y=ar +a2°+Qan 
1 


definieren und ihre Haupteigenschaft 


m+n 


m n 
>ay + > Amtr = )a, 
1 v=1 1 


beweisen. Vermöge Ib kann man auch in einer Summe die Glieder 
beliebig vertauschen, und dasselbe gilt in kommutativen Ringen auch 
für Produkte. 


Zu den Distributivgesetzen. Sobald das Kommutativgesetz der 
Multiplikation gilt, ist IIIb natürlich eine Folge von IIlIa. 
Aus IIlIa folgt durch vollständige Induktion nach rn sofort: 


albı +be +" +b„)=abı aba + -Habn, 
ebenso aus IIIb: 
(a ta +" +an)b=aıb +azb+'"+anb. 


Beide zusammen ergeben die übliche Regel für die Multiplikation von 
Summen: 
(aı +" +an)(bi ++ dm) 
= a,b + +aıbm 
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Die Distributivgesetze gelten auch für die Subtraktion; z.B. ist 
alb—c)=ab-.ac, 


wie man aus 
a(lb— c)+ac=alb— c-+c)=ab 


ersieht. 
Insbesondere ist 


adD=ala—-a)=ara—-ara=), 


oder: Ein Produkt ist sicher dann Null, wenn ein Faktor es ist. 
Die Umkehrung dieses Satzes braucht, wie wir später an Bei- 
spielen sehen werden, nicht zu gelten: Es kann vorkommen, daß 


ab=0, a=+0, 5b=+0, 


In diesem Fall nennt man a und 5b Nullteiler, und zwar a einen linken, 
b einen rechten Nullteiler. (In kommutativen Ringen fallen die bei- 
den Begriffe zusammen.) Es ist zweckmäßig, auch die Null selbst als 
Nullteiler zu betrachten. a heißt also linker Nullteiler, wenn es ein 
b +0 gibt, so daß ab = 0 ist!. 

Wenn es in einem Ring außer der Null keine Nullteiler gibt, d.h. 
wenn aus ab = 0 stets a = 0 oder b = 0 folgt, so spricht man von 
einem Ring ohne Nullteiler. Ist der Ring außerdem kommutativ, so 
wird er auch /ntegritätsbereich genannt. 


Beispiele. Alle anfangs genannten Beispiele (Ring der ganzen 
Zahlen, der rationalen Zahlen usw.) sind Ringe ohne Nullteiler. Der 
Ring der stetigen Funktionen im Intervall (— 1, + 1) hat Nullteiler; 
denn setzt man 

f= f(@) = max (0, x), 
g = g(x) = max (0, — 2), 


soistt #02, 9#+0, fg=0. 
Aufgaben. 1. Die Paare von ganzen Zahlen (aı, aa) mit 


(aı,a2) + (dı,b2) = (aı + bı,a2 + ba), 
(aı,a2) * (dı,be) = (aıdı, aabe) 


bilden einen Ring mit Nullteilern. 

2. Es ist erlaubt, eine Gleichung ax = ay durch a zu kürzen, falls a kein 
linker Nullteiler ist. (Insbesondere kann man in einem Integritätsbereich-durch 
jedes a + 0 kürzen.) 

3. Man konstruiere, von einer beliebigen abelschen Gruppe als additiver 
Gruppe ausgehend, einen Ring, in dem das Produkt von je zwei Elementen 
Null ist. 


1 Angenommen, daß es im Ring überhaupt Elemente + 0 gibt. 
2 f = O heißt: f ist eine andere Funktion als die Null. Es soll nicht heißen, 
daß f nirgends den Wert Null annimmt. 
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Einselement. Besitzt ein Ring ein links-Einselement e: 
er—=x füralle x 


und zugleich ein rechts-Einselement e’: 


ze =x füralle x 


so müssen beide gleich sein, wegen 
e=ee —=e. 


Ebenso ist dann jedes rechts-Einselement auch gleich e, ebenso jedes 
links-Einselement. Man nennt dann e das Einselement schlechthin 
und spricht von einem Ring mit Einselement. Oft wird das Eins- 
element mit 1 bezeichnet, obzwar es von der Zahl 1 zu unterscheiden 
ist. 

Die ganzen Zahlen bilden einen Ring Z mit Einselement, die ge- 
raden Zahlen einen Ring ohne Einselement. Es gibt auch Ringe, wo 
zwar mehrere rechts-Einselemente, aber kein links-Einselement exi- 
stiert, oder umgekehrt. 


Inverses Element. Ist a ein beliebiges Element eines Rings mit 
Einselement e, so versteht man unter einem Linksinversen von a ein 
Element a;,, mit der Eigenschaft 


-1 
Au) a=e 
und unter einem Rechtsinversen ein a,,, mit der Eigenschaft 
1 
aA4,) =Ee. 


Besitzt ein Element a sowohl Links- wie auch Rechtsinverses, so sind 
wiederum beide einander gleich wegen 


_1 ngnl 1 gl -1 
A) = a) (aar)) = (a)a) ar) =) 
und daher auch jedes Rechts- sowie jedes Linksinverse von a gleich 


diesem einen. Man sagt in diesem Fall: a besitzt ein inverses Element, 
und bezeichnet das inverse Element mit al. 


Potenzen und Vielfache. Wir sahen schon in Kap. 2, daß man 
auf Grund des Assoziativgesetzes die Potenzen a? (n eine natürliche 
Zahl) für jedes Ringelement «a definieren kann und daß die üblichen 
Regeln gelten: 

an-am — antm, 
(1) (arm — anm , 
(ab)” = arbn, 


letztere für kommutative Ringe. 

Hat der Ring ein Einselement und a ein Inverses, so kann man 
auch die nullte und negative Potenzen einführen ($ 6); die Regeln (1) 
behalten ihre Gültigkeit. 
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Ebenso kann man in der additiven Gruppe die Vielfachen 
na (=a+ta-+''+a, mitn Gliedern) 


definieren und hat: 
natma=(n-+m)a, 
(2) n-ma=nm-a, 
n(a+b)=na-+tnb, 


n-ab=na-b=a'nb. 
Setzt man wie bei Potenzen 
(—-n),a=—na, 


so gelten die Regeln (2) für alle ganzzahligen n und m (positiv, nega- 
tiv oder Null). | 

Man hüte sich davor, den Ausdruck n - a als ein wirkliches Pro- 
dukt zweier Ringelemente aufzufassen; denn n ist im allgemeinen 
kein Ringelement, sondern etwas von außen Hinzukommendes: eine 
ganze Zahl. Hat aber der Ring ein Einselement e, so kann man na 
als wirkliches Produkt schreiben, nämlich: 


na=n-rea=—=nNe’d. 


Aufgaben. 4. Ein linker Nullteiler besitzt kein Linksinverses, ein rechter 
Nullteiler kein Rechtsinverses. Insbesondere besitzt die Null weder Links- noch 
Rechtsinverses. Triviale Ausnahme: Der Ring besteht nur aus einem Element, 
das zugleich Einselement und sein eigenes Inverses ist (,,Nullring‘“). 

5. Man beweise für beliebige kommutative Ringe durch vollständige 
Induktion nach n den Binomialsatz: 


(a +byn = art (ers + (2) 2324 et bn, 
wo (%) die ganze Zahl 
nm —-N)..m—k+l) n! 
1-2...k (n—k)ik! 


bedeutet. 
6. In einem Ring mit genau n Elementen ist für jedes a 


na=0. 
[Vgl. $8, wo a = e bewiesen wurde.] 
7. Ist a mit b vertauschbar, d.h. ist ab = ba, so ist a auch mit —b, mit 


nb und mit b-1 vertauschbar. Ist « mit b und c vertauschbar, so auch mit 
b+cundmitbec. 


Körper. Ein Ring heißt ein Schiefkörper, wenn 

a) er mindestens ein von Null verschiedenes Element enthält, 

b) die Gleichungen 
(3) 


für @ = 0 stets lösbar sind. 


ax—=b, 
ya=b 
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Ist der Ring außerdem kommutativ, so heißt er ein Körper oder 
Rationalitätsbereich (englisch: field). 

Genau wie bei Gruppen (Kap. 2) beweist man aus a) und b): 

c) die Existenz eines links-Einselements e. Man löse nämlich für 
irgendein a = 0 die Gleichung za = a und nenne die Lösung e. Ist 
nun b beliebig, so löse man ar = b; es folgt 


eb=eazt=ax=b. 


Ebenso folgt die Existenz eines rechts-Einselements, also die 
Existenz eines Einselements überhaupt. 

Weiter folgt aus c) sofort: 

d) die Existenz eines Linksinversen a-! zu jedem a + O 
und ebenso die eines Rechtsinversen, also die Existenz des ıinversen 
Elements überhaupt. 

Wie bei Gruppen zeigt man weiter, daß aus c) und d) umgekehrt 
b) folgt. 

Aufgabe. 8. Man führe den Beweis durch. 

Ein Schiefkörper hat keine Nullteiler, denn aus ab =(0, a = 0 
folgt durch Multiplikation mit a! sofort b = 0. 

Die Gleichungen (3) sind eindeutig lösbar; denn aus der Existenz 
zweier Lösungen x, x’ etwa der ersten Gleichung würde folgen 


axc=ar, 
also durch Multiplikation mit a! von links: 
ı=tr. 
Die Lösungen von (3) lauten natürlich: 


z=ab, 


y=ba-. 


Im kommutativen Fall wird @a-!b = ba 1; man schreibt dafür auch 
bla. 

Die von Null verschiedenen Elemente eines Schiefkörpers bilden 
gegenüber der Multiplikation eine Gruppe: die multiplikative Gruppe 
des Schiefkörpers. 

Ein Schiefkörper vereinigt also in sich zwei Gruppen: die mul- 
tiplikative und die additive. Die beiden sind durch die Distributiv- 
gesetze verknüpft. 


Beispiele. 1. Die rationalen Zahlen, die reellen Zahlen, die kom- 
plexen Zahlen bilden kommutative Körper. 

2. Einen Körper aus nur zwei Elementen 0 und 1 konstruiert man 
folgendermaßen: Man multipliziere die Elemente wie die Zahlen 0 


1 Einige Autoren nennen alle Schiefkörper Körper und unterscheiden dann 
kommutative und nichtkommutative Körper. 
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und 1. Für die Addition soll die 0 das Nullelement sein: 
0+0=-0, 0+1=1+0=1]; 


weiter sei l + 1 = 0. Die Additionsregel ist dieselbe wie die Zusam- 
mensetzungsregel einer zyklischen Gruppe mit zwei Elementen ($7); 
also gelten die Gesetze der Addition. Die Gesetze der Multiplikation 
gelten, weil sie für die gewöhnlichen Zahlen 0 und 1 ja gelten. Das 
erste Distributivgesetz beweist man durch Aufzählung aller Mög- 
lichkeiten: Sobald eine Null darin vorkommt, wird es trivial; also 
bleibt nur zu verifizieren 


1l-(1+1)=1-’1-+1-l, 
und das führt auf 0 = 0. Schließlich ist die Gleichung 1x = a für 
jedes a lösbar: die Lösung lautet x = a. 


Aufgaben. 9. Man konstruiere einen Körper mit drei Elementen. [Man 
diskutiere zuerst, welche Struktur die additive und die multiplikative Gruppe 
haben können.] 

10. Ein Integritätsbereich mit endlichvielen Elementen ist ein Körper. 
(Vgl. den entsprechenden Gruppensatz in Kap. 2, $ 6.) 


$ 12. Homomorphie und Isomorphie 


Es seien R und © Systeme mit doppelter Komposition. Nach der 
allgemeinen Definition von $ 10 heißt eine Abbildung & von Kin © 
ein Homomorphismus, wenn die Relationen a+b=cundab=d 
bei der Abbildung erhalten bleiben, d.h. wenn bei der Abbildung 
die Summea + baufä + 5b und das Produkt.a - baufä - 5b abgebildet 


wird. Die Bildmenge Rt von R heißt dann ein homomorphes Bild 
von ®. Ist die Abbildung eineindeutig, so ist sie ein /somorphismus 
im Sinne unserer allgemeinen Definition ($9) und man schreibt 
NN. Die Relation R = © ist reflexiv, transitiv und, da die in- 
verse Abbildung zu einem Isomorphismus wieder ein Isomorphismus 
ist, auch symmetrisch. 


Das homomorphe Bild eines Ringes ist wieder ein Ring. 
Beweis. Es sei X ein Ring, R ein System mit doppelter Kompo- 
sition und a —d@ eine homomorphe Abbildung von R auf R. Wir 


haben zu zeigen, daß R wieder ein Ring ist. Der Beweis verläuft 
wie bei Gruppen ($ 10) folgendermaßen: 

Sind ä, 5, @ irgend drei Elemente von R und will man irgendeine 
Rechnungsregel beweisen, etwa @&({b +) =äb-+ äi, so sucht man 
zu d,5,© drei Urbilder a,b,c. Da R ein Ring ist, so ist a(b + c) = 
ab + ac, und daraus folgt wegen der Homomorphie &(b +) = äb 
+ äc. Ebenso verfährt man bei allen Assoziativ-, Kommutativ- und 
Distributivgesetzen. Will man die Lösbarkeit der Gleichungä + 2=b 
beweisen, so suche man wieder Urbilder a,b, löss a +x=b und 
hat dann wegen der Homomorphie4 +&=b 
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Dem Nullelement 0 von R und dem entgegengesetzten Element — a 
irgendeines Elementes a entsprechen bei einer Homomorphie wieder 


Nullelement und entgegengesetztes Element in R. Hat Rein Einselement 


e, so entspricht diesem das Einselement in R. 
Beweis wie bei Gruppen. 


Ist R kommutativ, so ist offenbar R es auch. 
Ist R ein Integritätsbereich, so braucht R es nicht zu sein, wie 


wir später sehen werden; auch kann R ein Integritätsbereich sein, 
ohne daß es Rt ist. Ist aber die Abbildung isomorph, so übertragen 


sich selbstverständlich alle algebraischen Eigenschaften von R auf R. 
Daraus folgt: 

Das isomorphe Bild eines Integritätsbereichs bzw. eines Körpers ist 
wieder ein Integritätsbereich bzw. ein Körper. 

Ein an dieser Stelle fast trivial erscheinender Satz, der uns aber 
in der Folge wichtige Dienste erweisen wird, ist: 

Es seien R und © zwei zueinander fremde Ringe. ©’ enthalte einen 
zu Risomorphen Unterring WR’. Dann gibt es auch einen Rh S = ©, 
der R selbst umfaßt. 


Beweis. Wir werfen aus ©’ die Elemente von ®’ hinaus und er- 
setzen sie durch die ihnen im Isomorphismus entsprechenden Ele- 
mente von R. Wir definieren nun die Summen und Produkte für die 
unersetzten und ersetzten Elemente so, daß sie genau den Summen 
und Produkten in ©’ entsprechen. (Ist z.B. vor der Ersetzung 
a’b’ = c’, und wird a’ ersetzt durch a, während b’ und c’ durch die 
Ersetzung unberührt bleiben, so definiere man: ab’ = c’.) In der 
Weise entsteht aus © ein Ring S = ©’, der in der Tat R umfaßt. 


$ 13. Quotientenbildung 


Ist ein kommutativer Ring R in einen Schiefkörper ( eingebettet, 
so kann man in 2 aus den Elementen von Rt Quotienten 


Zeeb1=brlalb +0) 


bilden!. Für sie gelten die folgenden Rechnungsregeln: 


5 — 7 dann und nur dann, wenn ad = bc; 
1 a ce _ad+be, 
1 eb r7 Bd’ 

a, _ 4° 

b d bd’ 


1 Ausab = ba folgt nämlich ab-! = bla, indem man von links und von 
rechts mit 5-1 multipliziert. 
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Zum Beweis überlege man sich, daß beide Seiten jedesmal nach 
Multiplikation mit bd dasselbe ergeben und daß aus bar = bdy 
folgt <= y. 

Man sieht also, daß die Quotienten a/b einen kommutativen 
Körper P bilden, den man den Quotienienkörper des kommutativen 
Ringes R nennt. Weiter ersieht man aus den Regeln (1), daß die 
Art, wie man Brüche vergleicht, addiert und multipliziert, bekannt 
ist, sobald man diese Operationen für ihre Zähler und Nenner, also 
für die Elemente von R ausführen kann, d.h. die Struktur des 
Quotientenkörpers P ist durch die von WR völlig bestimmt, oder: 
Quotientenkörper von isomorphen Ringen sind isomorph. Insbesondere 
sind je zwei Quotientenkörper eines einzigen Ringes stets isomorph, 
oder: Der Quotientenkörper P ist durch den Ring R bis auf Isomorphie 
eindeutig bestimmt, wenn es überhaupt einen Quotientenkörper zum 
Ring R gibt. 

Wir fragen nun: Welche kommutativen Ringe besitzen einen 
Quotientenkörper ? Oder, was auf dasselbe hinauskommt, welche 
lassen sich überhaupt in einen Körper einbetten ? 

Damit ein Ring Rt in einen Körper eingebettet werden kann, ist 
zunächst notwendig, daß es in A keine Nullteiler gibt; denn ein 
Körper hat keine Nullteiler. Diese Bedingung ist nun im kommu- 
tativen Fall auch hinreichend: Jeder Integritätsbereich R läßt sich in 
einen Körper einbeiten!. 

Beweis. Wir können von dem trivialen Fall, daß R nur aus einem 
Nullelement besteht, absehen. Wir betrachten die Menge aller Ele- 
mentpaare (a, b), wo b + O ist. Diesen Paaren sollen nachher Brüche 
a/b zugeordnet werden. 

Wir setzen (a,b) » (c,d), wenn ad = bc. [Vgl. die früheren For- 
meln (1).] Die so definierte Relation » ist offenbar reflexiv und 
symmetrisch; sie ist auch transitiv, denn aus 


(a,b) » (c,d), (c,d) » (ef) 


folgt ad=bc, c/=de, 
also adf=bcf=bde, 
also wegen d = O0 und der Kommutativität von R: 
af=be, 
(a, b) N (e,f). 


Die Relation » hat also alle Eigenschaften einer Äquivalenz- 
relation; sie definiert somit nach Kap. 1, $5 eine Klasseneinteilung 
für die Paare (a, b), indem äquivalente Paare zur selben Klasse ge- 
rechnet werden. Die Klasse, in der (a, b) liegt, sei durch das Symbol 


1 Für nichtkommutative Ringe ohne Nullteiler gilt dieser Satz nicht mehr; 
vgl. A. Marcev: Math. Ann. Bd. 113 (1936). 
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a/b dargestellt. Zufolge dieser Definition ist a/b = c/d dann und nur 
dann, wenn (a,b) » (c, d), also wenn ad =bec. 

Entsprechend der früheren Formel (1) definieren wir nun Summe 
und Produkt der neuen Symbole a/b durch: 


a ce  ad-+bc 
(2) sta 
a C ac 
(8) 3 aba‘ 


Die Definitionen sind zulässig; denn erstens ist bd + 0, wenn b = 0 
ad-+bc 
bad 
sind die rechten Seiten unabhängig von der Wahl der Repräsentan- 
ten (a,b) und (c,d) der Klassen a/b und c/d. Ersetzt man nämlich 

in (2) a und 5b durch a’ und b’, wo 


und d = 0, also sind 





und u; erlaubte Symbole; zweitens 





ab =ba, 
so folgt 
adb'=a'db, 
adb’' +bcb =a’db-+b'chb, 
(ad+bce)b’d=(ad-+b'c)bd 
also 
ad+bce ad+bc 
bd u b’d " 
Ebenso: 
ab’ —=ba’, 
acbd=acbd, 
ac ac 
bd dd’ 


Entsprechendes gilt bei Ersetzung von (c,d) durch (c’,d’), wo 
cd’ =dc' ist. 

Man zeigt ohne Mühe, daß alle Körpereigenschaften erfüllt sind. 
Das Assoziativgesetz der Addition z. B. ergibt sich so: 





a C cf+de adf+bcef+bde 
+ +7)> at df Oi bdf —° 
a c e art adf+bcf-+bde 
3 | 7) I Ta bdf 


und alle anderen Gesetze dementsprechend. 

Der konstruierte Körper ist offenbar kommutativ. Um zu errei- 
chen, daß er den Ring R umfaßt, müssen wir gewisse Brüche mit 
Elementen von Rt identifizieren. Das geschieht folgendermaßen: 
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Wir ordnen dem Element c alle Brüche 2 zu, wobei b # 0 ist. 
Diese Brüche sind sämtlich gleich: 


= wegen (cd) bi‘). 
Jedem Element c wird also nur ein Bruch zugeordnet. Verschiedenen 
Elementen c, c’ werden aber auch verschiedene Brüche zugeordnet; 


denn aus 


cb cd 
bb vr 
folgt 
cbb’ =bc'b 


oder wegen b + 0, b’ + 0, da man kürzen kann: 
c=c. 


Also sind den Elementen von ®R eineindeutig gewisse Brüche zu- 
geordnet. 

Ist cı + ca = ca oder cıca = cz in Rt, so folgt daraus für beliebige 
bı +0,55 +0 und ds = bı ba: 








cıbı 1 cab2a _ cıbıba+cabıbe _ cabs 
bı ba zu bıba . b3 
bzw. 
cıbı . ca ba _ cı cabı ba _ C3 ba 
bı ba u bı ba . ba " 
cbi 


Die zugeordneten Brüche addieren und multiplizieren sich also 


bi 
genau so wie die Ringelemente c;: sie bilden einen zu R isomorphen 


Bereich. Demnach können wir die Brüche 2 durch die entsprechen- 


den Elemente c ersetzen ($ 12, Schluß). Dadurch erreichen wir, daß 
der Körper den Ring R umfaßt. 

Damit ist die Existenz eines umfassenden Körpers zu jedem 
Integritätsbereich R bewiesen. 

Die Quotientenbildung ist das erste Hilfsmittel, aus Ringen an- 
dere Ringe (in casu Körper) zu bilden. Sie erzeugt z.B. aus dem 
Ring Z der gewöhnlichen ganzen Zahlen den Körper Q der rationalen 
Zahlen. 


Aufgabe. Man zeige, daß jeder kommutative Ring R (mit oder ohne Null- 
teiler) sich in einem ‚‚Quotientenring‘“ einbetten läßt, bestehend aus allen 
Quotienten a/b, wo b alle Nichtnullteiler durchläuft. Allgemeiner kann man b 
irgendeine Menge M von Nichtnullteilern durchlaufen lassen, die zu je zwei 
Elementen bı,b2 auch das Produkt bıda enthält, und bekommt so einen 
Quotientenring AM. 
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$ 14. Polynomringe 


Es sei R ein Ring. Wir bilden mit einem neuen, nicht zu R ge- 
hörigen Symbol x die Ausdrücke 


= Dayır, 


wo über endlich viele verschiedene ganzzahlige » > 0 summiert wird 
und wo die ‚Koeffizienten‘ a, dem Ring R angehören; z. B.: 


fx) = or +a32? + a;r°. 


Diese Ausdrücke heißen Polynome; das Symbol x heißt eine Un- 
bestimmte. Eine Unbestimmte ist also nichts als ein Rechensymbol. 
Zwei Polynome heißen gleich, wenn sie, abgesehen von Gliedern mit 
dem Koeffizienten Null, die beliebig weggelassen oder hingeschrieben 
werden dürfen, genau dieselben Glieder enthalten. 

Wenn man nach den gewöhnlichen Regeln der Buchstabenrech- 
nung zwei Polynome f(x), g(x) addiert oder multipliziert, dabei x als 
vertauschbar mit den Ringelementen betrachtet (ax = xa) und die 
Glieder mit derselben Potenz von x zusammenfaßt, so kommt ein 
Polynom »2 c„X’ heraus. Im Falle der Addition ist 


(1) = 4A, by 

und im Falle der Multiplikation 

(2) (y = > 47 br . 
o+r=v 


Durch die Formeln (1), (2) definieren wir nun Summe und Produkt 
zweier Polynome und behaupten: 

Die Polynome bilden einen Ring. 

Die Eigenschaften der Addition sind ohne weiteres klar, da diese 
ja auf die Addition der Koeffizienten a,, b, zurückgeführt ist. Das 
erste Distributivgesetz folgt aus 


> Qs(dr + Cr) =) Asbr + > AgCr 


o+r=rv o+r=»v o+r=»v 


und entsprechend ergibt sich das zweite. Das Assoziativgesetz der 
Multiplikation ergibt sich schließlich aus 


> Dacy ) a Qeboor» 


a+r=v du, 2, 


Auds\cy = Aubgcy. 
PIBRULZRIT 
Man bezeichnet den aus R abgeleiteten Polynomring mit R[r]. 
Ist X kommutativ, so ist R[x] es auch. 
Der Grad eines von Null verschiedenen Polynoms ist die größte 
Zahl », für die a, + 0 ist. Dieses a, heißt der Anfangskoeffizient oder 
der höchste Koeffizient. 
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Polynome vom nullten Grad haben die Form aPxP. Diese Poly- 
nome identifizieren wir mit den Elementen a, des Grundrings R, was 
erlaubt ist, da sie sich genau so addieren und multiplizieren, mithin 
ein zum Grundring R isomorphes System bilden (vgl. $ 12, Schluß). 
Der Polynomring R[x] umfaßt also R. 

Den Übergang von R zu R[x] nennt man auch Adjunktion (und 
zwar Ringadjunktion) einer Unbestimmten x. 

Adjungiert man einem Ring WR sukzessive die Unbestimmten 
X%13 °..,%n, bildet also R[xı] [X2] ... [&n], so entsteht der Polynom- 
ring R[rı, ..., &n], bestehend aus allen Summen 


& & 
lan KH ..eo In". 


Es sei erlaubt, in einem solchen Polynom überall die Reihenfolge 
der Faktoren xf!, ..., 2% zu vertauschen. In dieser Weise wird der 
Polynomring R[xı] [?2] ... [&n] mit dem Polynomring der vertausch- 
ten Unbestimmten, etwa mit R[xa] [x] ... [%ı] identifiziert. Diese 
Identifikation ist erlaubt, da die Vertauschung der x; auf die 
Summen- und Produktdefinition keinen Einfluß hat. Man nennt 
Rlaı,...,%n] den Polynomring in den n Unbestimmten x1, ..., £n- 

Ist insbesondere R der Ring der ganzen Zahlen, so spricht man 
von ganzzahlıgen Polynomen. 


Die Ersetzung der Unbestimmten durch beliebige Ringelemente. 
Ist f(x) = 0,2 ein Polynom über R und ist « ein Ringelement 
(aus N oder aus einem Erweiterungsring von R), welches mit allen 
Elementen von ®R vertauschbar ist, so kann man in dem Ausdruck 
für f(x) überall x durch « ersetzen und erhält so den Wert f(«) = 
>ayor. Ist g(x) ein zweites Polynom und g(«) sein Wert für =«, 
so haben die Summe und das Produkt 


a) +9) =skk), Fa) gla)= pl) 
für x = «a die Werte 
fa) + gl) = s(a), Fa) ga) = Pla). 
Für die Summe ist das selbstverständlich. Für das Produkt verläuft 
die Rechnung auf Grund der Formel (2) so: 


P)=Ive®=) % abuer=) Yarbuaite 
u 


v A+yu=v 2 
= (aroR) (Dbuar) = Fla)g(e)- 


Damit ist bewiesen: Alle auf Addition und Multiplikation beruhenden 
Relationen zwischen Polynomen f(x), g(x), ... bleiben bestehen bei der 
Ersetzung von x durch irgendein mit allen Elementen von R vertausch- 
bares Ringelement «. 

Der entsprechende Satz gilt auch für Polynome in mehreren Un- 
bestimmten. Insbesondere kann man, wenn R kommutativ ist, in den 
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Polynomen f(zı, ..., &n) die Unbestimmten durch beliebige Elemente 
aus R (oder aus einem kommutativen Erweiterungsring von Rt) er- 
setzen. Auf Grund dieser Ersetzungsmöglichkeit nennt man die 
Polynome auch ganze rationale Funktionen der Variablen xı,..., £n- 
Bei den ganzzahligen Polynomen ohne konstantes Glied geht die 
Einsetzungsmöglichkeit noch weiter: man kann für zı, ..., x„ irgend- 
welche vertauschbare Elemente eines beliebigen Ringes einsetzen, 
mag der Ring nun den der ganzen Zahlen umfassen oder nicht. 


Ist Rein Integritätsbereich, so ist R[x] auch ein Integritätsbereich. 


Beweis, Ist f(x) = O0 und g(x) = 0 und ist a, der höchste (von 
Null verschiedene) Koeffizient in f(x) und ebenso b; der höchste 
Koeffizient in g(x), so ist audg # 0 der Koeffizient von xz%+P in 
f(x) g(x); daher ist f(x) g(x) = 0. Also sind keine Nullteiler vor- 
handen. 

Aus dem Beweis ergibt sich noch der 


Zusatz. Ist Rein Integritätsbereich, so ist der Grad von f(x) - 9(x) 
die Summe der Gradzahlen von f(x) und g(x). 

Für Polynome von n Veränderlichen ergibt sich durch vollstän- 
dige Induktion unmittelbar: 

Ist Rein Integritätsbereich, so ist auch R[xı, ..., £&n] ein Integri- 
tätsbereich. 

Unter dem Grad eines Gliedes a,,...., 27! ... x% versteht man die 
Summe der Exponenten >. Unter dem Grad eines nichtver- 
schwindenden Polynoms versteht man den größten der Grade der 
von Null verschiedenen Glieder. Ein Polynom heißt homogen oder 
eine Form, wenn alle Glieder den gleichen Grad haben. Produkte von 
homogenen Polynomen sind wieder homogen, und der Grad des Pro- 
dukts ist, falls NR ein Integritätsbereich, gleich der Summe der Grad- 
zahlen der Faktoren. 

Inhomogene Polynome lassen sich (eindeutig) als Summen von 
homogenen Bestandteilen verschiedenen Grades schreiben. Multi- 
pliziert man zwei solche Polynome f, g von den Gradzahlen m, n, so 
ist das Produkt der homogenen Bestandteile höchsten Grades, im 
Fall eines Integritätsbereichs R, eine nichtverschwindende Form 
vom Grade m + n. Alle übrigen Bestandteile von f-g haben nied- 
rigeren Grad; daher ist der Grad von fg wieder m + n. Der obige 
Gradsatz (‚Zusatz‘) gilt demnach auch für Polynome in beliebig 
vielen Unbestimmten. 


Der Divisionsalgorithmus. Ist R ein Ring mit Einselement 1, ist 


weiter 
g(&) = >% x’ 
ein Polynom, dessen höchster Koeffizient c„ = 1 ist, und 


f(&) = >a,av 
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ein beliebiges Polynom von einem Grade m > n, so kann man den 
höchsten Koeffizienten am, zum Verschwinden bringen, indem man 
von fein Vielfaches von g, nämlich a,2”7"?g, subtrahiert. Ist sodann 
der Grad noch immer > n, so kann man wieder den höchsten Koef- 
fizienten zum Verschwinden bringen, indem man nochmals ein Viel- 
faches von g subtrahiert. So fortfahrend, drückt man schließlich den 
Grad des Restes unter n hinab und hat: 


(3) l-a9=r; 


wo r einen kleineren Grad als g hat oder Null ist. Dieses Verfahren 
nennt man den Divisionsalgorithmus. 

Ist insbesondere Rein Körper undg = 0, so ist die Voraussetzung 
Cn = 1 überflüssig; denn dann kann man nötigenfalls g mit c„ 1! 
multiplizieren und so erzwingen, daß der höchste Koeffizient Eins 
wird. 

Aufgabe. Sind z,,, ... unendlich viele Symbole, so kann man die Gesamt- 
heit aller R-Polynome in diesen Unbestimmten betrachten. Jedes Polynom 
darf aber nur endlichviele dieser Unbestimmten enthalten. Man beweise, 


daß auch der so definierte Bereich ein Ring bzw. Integritätsbereich ist, sobald 
R einer ist. 


$ 15. Ideale. Restklassenringe 


Es sei o ein Ring. 

Damit eine Untermenge von o wieder ein Ring (Unterring von o) 
ist, ist notwendig und hinreichend, daß sie 

1. eine Untergruppe der additiven Gruppe ist, mit anderen 
Worten zu a und db auch a — b enthält (Moduleigenschaft), 

2. zua und 5b auch ab enthält. 

Unter den Unterringen spielen nun einige, die wir /deale nennen, 
eine Sonderrolle, analog den Normalteilern in der Gruppentheorie. 

Eine nichtleere Untermenge m von o heißt Ideal, und zwar 
Rechtsideal, wenn 

l. ausae m und be m folgt «a — be m (Moduleigenschaft), 

2. ausaem,r beliebig in o folgt are m. In Worten: der Modul 
m soll zu jedem a auch alle ‚‚Rechtsvielfachen‘‘ a - r enthalten. 

Ebenso heißt ein Modul m Linksideal, wenn aus ae m für be- 
liebiges r aus o folgt rae m. 

Schließlich heißt m zweiseitiges Ideal, wenn m sowohl Links- als 
auch Rechtsideal ist. 

Für kommutative Ringe fallen alle drei Begriffe zusammen, und 
man redet von Idealen schlechthin. Ideale werden immer mit kleinen 
deutschen Buchstaben bezeichnet. 

Beispiele von Idealen in kommutativen Ringen: 

1. Das Nullideal, das aus dem Nullelement allein besteht. 

2. Das Einheitsideal vo, das alle Elemente des Ringes umfaßt. 
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3. Das von einem Element a erzeugte Ideal (a), das aus allen Aus- 
drücken der Gestalt 


ra+na (reo, n eine ganze Zahl) 


besteht. Daß diese Menge stets ein Ideal ist, sieht man leicht ein: Die 
Differenz zweier solcher Ausdrücke hat offenbar wieder dieselbe Ge- 
stalt, und ein beliebiges Vielfaches hat die Form 


s-(ra+na)=(sr-+ns)-a, 


also die Form r’a oder ra +0-a. 

Das Ideal (a) ist offenbar das kleinste (am wenigsten umfassende) 
Ideal, das a enthält; denn jedes solche Ideal muß mindestens alle 
Vielfachen ra und alle Summen + Ya — na enthalten, also auch 
alle Summen ra + na. Das Ideal (a) kann also auch definiert werden 
als der Durchschnitt aller Ideale, die « als Element enthalten. 

Hat der Ring vo ein Einselement e, so kann man fürra + na auch 
ra+nea=(r-+ ne)a = r’a schreiben; also besteht in diesem Falle 
(a) aus allen gewöhnlichen Vielfachen ra. So besteht z. B. das Ideal (2) 
im Ring der ganzen Zahlen aus den geraden Zahlen. 

Ein von einem Element a erzeugtes Ideal (a) heißt Hauptideal. 
Das Nullideal (0) ist immer Hauptideal; das Einheitsideal o ist es 
auch, falls o ein Einheitselement e besitzt, es ist dann nämlich o = (e). 
In nicht kommutativen Ringen muß man zwischen Links- und 
Rechts-Hauptidealen unterscheiden. Das von a erzeugte Rechts- 
Hauptideal besteht aus allen Summen ar + na. 

4. Das von mehreren Elementen aı,..., an erzeugte Linksideal 
kann. ebenso definiert werden als Gesamtheit aller Summen der 


Gestalt 
»2 1 -+ > N74; 


oder als Durchschnitt aller Linksideale von o, welche die Elemente 
Q41, ..., @n enthalten. Das Ideal wird mit (aı, ..., @„) bezeichnet, und 
man sagt, daß aı,..., an eine /dealbasıs bilden. 

5. Ebenso kann man das von einer unendlichen Menge M er- 
zeugte Linksideal (M) definieren; es ist die Gesamtheit aller endlichen 
Summen der Gestalt 


Iri u In a (ueM, r;eo, n; ganze Zahlen). 


Restklassen. Ein Links- oder Rechtsideal m in o definiert, weil es 
Untergruppe der additiven Gruppe ist, eine Einteilung von o in 
Nebenklassen oder Restklassen nach m. Zwei Elemente a, b heißen 
kongruent nach m oder kongruent modulo m, wenn sie derselben Rest- 
klasse angehören, d.h. wenn a — be m ist. Zeichen: 


a=b (mod m) 
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oder kurz 
a=b(m). 


Für ‚a nicht kongruent zu 5‘ schreibt man a & b. 

Ist m speziell ein Hauptideal (m) in einem kommutativen Ring, 
so kann man statt a = b(m) auch a = b((m)) schreiben. In diesem 
Falle spart man indessen lieber ein Klammerpaar und schreibt ein- 
fach a = b(m). 

Beispielsweise kommt man so auf die gewöhnliche Kongruenz 
nach einer ganzen Zahl: a = b(n) (sprich: a kongruent b modulo n) 
bedeutet, daß a — b zu (n) gehört, d.h. ein Vielfaches von n ist. 


Das Rechnen mit Kongruenzen. Eine Kongruenz a =b nach 
einem Linksideal m bleibt offensichtlich gültig, wenn man dasselbe 
Element c zu beiden Seiten addiert, oder wenn man beide Seiten von 
links mit c multipliziert. Ist m ein zweiseitiges Ideal, so darf man 
beide Seiten der Kongruenz auch von rechts mit c multiplizieren. 
Daraus folgt weiter: Ist a = a’ und b = b’, so ist 


a+b=za+b=a+b, 


ab=zab =zab’; 


man darf also Kongruenzen nach einem zweiseitigen Ideal zuein- 
ander addieren und miteinander multiplizieren. 

Auch mit einer gewöhnlichen ganzen Zahl n darf man beide 
Seiten einer Kongruenz multiplizieren. Im Fallen = — 1 ergibt sich 
insbesondere durch Kombination mit dem vorigen, daß man Kon- 
gruenzen voneinander subtrahieren darf. 

Man rechnet also mit Kongruenzen ganz wie mit Gleichungen. 
Nur kürzen darf man im allgemeinen nicht: im Bereiche der ganzen 
Zahlen ist z. B. 

15 = 3(6); 


aber obwohl 3 # 0(6) ist, kann man nicht auf 5 = 1(6) schließen. 


Aufgaben. 1. Man zeige, daß man im Ring der ganzen Zahlen die Rest- 
klassen nach einem Ideal (m) (m > 0) durch die Zahlen 0,1,...,m — 1 re- 
präsentieren, also mit Ro, 81, ..., $m-ı bezeichnen kann. 

2. Welches Ideal erzeugen die Zahlen 10 und 13 zusammen im Ring der 
ganzen Zahlen ? | 

3. Was heißt a = b(0)? 

4. Alle Vielfachen ra eines Elements a bilden ein Linksideal oa. Man mache 
sich am Ring der geraden Zahlen klar, daß dieses Ideal nicht notwendig mit 
dem Links-Hauptideal (a) übereinstimmt. 


Die zweiseitigen Ideale stehen in derselben Beziehung zum Be- 
griff der Ringhomomorphie wie die Normalteiler zu dem der Grup- 
penhomomorphie. Gehen wir vom Homomorphiebegriff aus! 

Ein Homomorphismus o — o definiert eine Klasseneinteilung des 
Ringes o: eine Klasse $, wird gebildet von allen Elementen a, die 
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dasselbe Bild @ haben. Diese Klasseneinteilung können wir nun aber 
genauer charakterisieren: 

Die Klasse n von 0, der bei dem Homomorphismus vo — o das Null- 
element entspricht, ist ein zweiseitiges Ideal in vo, und die übrigen 
Klassen sind die Restklassen dieses Ideals. 


Beweis. Zunächst ist n ein Modul. Denn wenn a und b beim 
Homomorphismus in Null übergehen, so geht auch — b in Null über, 
also auch die Differenz a — b; mit a und b gehört also auch a — b der 
Klasse n an. 

Sodann: wenn a in Null übergeht und r beliebig ist, so geht ra 
in?-0 = düber, gehört also wieder zu n. Ebenso geht ar in O über. 
Also ist n ein zweiseitiges Ideal in o. 

Die Elemente a +c(cen) einer Restklasse nach rn, deren Re- 
präsentant das Element a ist, gehen über ind + 0, also in &, gehören 
also alle einer Klasse 8, an. Wenn umgekehrt ein Element 5b in @ 
übergeht, so gehttb — aind — öü = O über; also istb —aen, und 
b liegt in derselben Restklasse wie «a. Damit ist alles bewiesen. 

So gehört also zu jedem Homomorphismus ein zweiseitiges Ideal 
als Kern. 

Wir kehren nun den Zusammenhang um: wir gehen von einem 
Ideal m in o aus und fragen, ob es einen zu 0 homomorphen Ring o 
gibt, so daß den Restklassen nach m genau die Elemente von o ent- 
sprechen. 

Um einen solchen Ring zu konstruieren, verfahren wir wiein $10: 
wir wählen als Elemente des zu konstruierenden Rings einfach die 
Restklassen nach m, bezeichnen die Restklasse « + m mit ä, die 
Restklasseb + mmitb, und definierenä + balsdie Klasse, in welcher 
a+ biegt, undäü-b als die Klasse, in welcher a - b liegt. Ist a’ = a 
irgendein anderes Element von ä und b’ = b eins von 5, so ist nach 
dem vorigen! 

a+bza+tb, 


ab =a-b; 


daher liegt @’ + b’ in derselben Restklasse wie a + 5b, ebenso a’- b’ 
in derselben wie a » b. Unsere Definition von Summen- und Produkt- 
klasse ist also unabhängig von der Wahl der Elemente a, b inner- 
halb @, b. | 

Jedem Element a entspricht eine Restklasse @, und diese Zuord- 
nung ist homomorph, da der Summe a + b die Summe ö + 5 und 
dem Produkt ab ebenso ä5 entspricht. Also bilden die Restklassen 
einen Ring ($ 12). Diesen Ring bezeichnen wir als den Restklassen- 
ring o/m von po nach dem Ideal ın oder von v modulo m. Der Ring o 
ist auf o/m mittels des angegebenen Zuordnungsverfahrens homo- 








1 Alle Kongruenzen natürlich modulo m. 
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morph abgebildet. Das Ideal m spielt bei diesem Homomorphismus 
genau die Rolle des früheren n. 

Wir sehen hier die prinzipielle Wichtigkeit der zweiseitigen Ideale: 
sie ermöglichen die Konstruktion homomorpher Ringe zu einem vor- 
gegebenen Ring. Elemente eines solchen neuen Rings sind die Rest- 
klassen nach einem beliebigen zweiseitigen Ideal. Zwei Restklassen 
werden multipliziert oder addiert, indem man irgend zwei Repräsen- 
tanten aus diesen Restklassen multipliziert oder addiert. Aus a=b 
folgt ä = b; die Kongruenzen werden also durch Übergang zum Rest- 
klassenring in Gleichheiten verwandelt, und dem Rechnen mit Kon- 
gruenzen in o entspricht das Rechnen mit Gleichungen in o/m. 

Die hier konstruierten speziellen mit 0 homomorphen Ringe: die 
Restklassenringe o/m, erschöpfen nun im wesentlichen alle zu o homo- 
morphen Ringe. Ist nämlich o ein beliebiges homomorphes Abbild 
von 0, so sahen wir, daß den Elementen von o umkehrbar eindeutig 
die Restklassen nach einem zweiseitigen Ideal n in o entsprechen. 
Der Restklasse 8, entspricht das Element @ in o. Summe und Pro- 
dukt zweier Restklassen 8,, 8%, werden gegeben durch S.+» bzw. 
Rap; Ihnen entsprechen also die Elemente 





a+b=ä+tb 
und ab=äb. 


I 
QSı 


Also ist die Zuordnung der Restklassen zu den Elementen von o ein 
Isomorphismus. Damit ist bewiesen: 

Jeder zu vo homomorphe Ring vo ıst isomorph einem Restklassen- 
ring o/n. Dabei ist n das zweiseitige Ideal derjenigen Elemente, deren 
Bild in o die Null ist. Umgekehrt ist jeder Restklassenring o/n ein 
homomorphes Bild von vo (Homomorphiesatz für Ringe). 


Beispiele zum Restklassenring. Im Ring der ganzen Zahlen kann 
man (vgl. Aufgabe 1) die Restklassen nach einer positiven Zahl m 
mit Ro, 8ı,..., Rm-ı bezeichnen, wo Sl, aus denjenigen Zahlen be- 
steht, die bei Division durch m den Rest a lassen. Um zwei Rest- 
klassen 8, , 8» zu addieren oder zu multiplizieren, addiere bzw. multi- 
pliziere man ihre Repräsentanten a, b und reduziere das Ergebnis auf 
seinen kleinsten nichtnegativen Rest nach m. 


Aufgaben. 5. Der Restklassenring o/m kann Nullteiler haben, auch wenn 
o keine hat. Beispiele im Ring der ganzen Zahlen ? 


6. Die Homomorphie o + o ist dann und nur dann eine Isomorphie, wenn 
n = (0) ist. 
7. In einem Körper gibt es keine Ideale außer dem Nullideal und dem 


Einheitsideal. Beweis? Was folgt daraus für die möglichen homomorphen 
Abbildungen eines Körpers ? 
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$ 16. Teilbarkeit. Primideale 


Es sei b ein Ideal (oder allgemeiner ein Modul) im Ring o. Ist a 
Element von b, so kann man dafür auch schreiben a =0(b), und man 
nennt a teilbar durch das Ideal b. Sind alle Elemente eines Ideals (oder 
Moduls) a teilbar durch b, so nennt man (nach DEDEKIND) a teilbar 
durch b; das bedeutet aber nichts anderes, als daß a Untermenge 
von b ist. Zeichen: 


Man nennt a ein Vielfaches oder in moderner Terminologie ein Unter- 
ideal von b. Ebenso nennt man b einen Teiler oder ein Oberideal 
von a. Ist außerdem a =# b, so heißt b ein echter Teiler von a, a ein 
echtes Vielfaches von b. 

Bei Hauptidealen in kommutativen Ringen mit Einselement be- 
deutet (a) = 0O((5)) nichts anderes als a = rb, und der idealtheore- 
tische Teilbarkeitsbegriff geht in den gewöhnlichen über. 

Von jetzt an seien alle betrachteten Ringe kommutatıv. 

Unter einem Primideal in vo versteht man ein solches Ideal p, 
dessen Restklassenring o/p ein Integritätsbereich ist, d.h. keine Null- 
teiler besitzt. 

Bezeichnet man Restklassen nach p wie früher mit Querstrichen, 
so soll also 

aus äb=0 und & +0 folgen b=(0. 

Oder, was auf dasselbe hinauskommt, es soll aus 


ab = 0(p), 
a=E0l(p) 

folgen 
b=0(p), 


für beliebige a und 5b aus o; in Worten: Ein Produkt soll nur dann 
durch das Ideal p teilbar sein, wenn ein Faktor es ist. 

Klar ist: Das Einheitsideal ist stets prim. Denn die Voraussetzung 
a=0(o) ist niemals erfüllbar. — Das Nullideal ist dann und nur dann 
prim, wenn der Ring o selbst ein Integritätsbereich ist. Weitere Bei- 
spiele von Primidealen sind die von den Primzahlen erzeugten Haupt- 
ideale im Ring Z der ganzen Zahlen, wie wir später sehen werden. 

Ein Ideal in vo heißt mazxımal oder teilerlos, wenn es von keinem 
anderen Ideal in o außer von o selbst umfaßt wird, mit anderen 
Worten, wenn es keine echten Teiler außer dem Einheitsideal o be- 
sitzt. Die eben genannten Prim-Hauptideale (p) in Z sind z.B. 
teilerlos. 

Jedes von v verschiedene maximale Ideal p in einem Ring o mit 
Einselement ıst prim, und der Restklassenring o/p ist ein Körper. Ist 
umgekehrt o/p ein Körper, so ist p maximal. 
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Beweis. Wir wollen im Restklassenring die Gleichung £& = b für 
dä #0 lösen. Es sei also a=0(p) und 5 beliebig. p und a zusammen 
erzeugen ein Ideal, welches Teiler von p und (weil es a enthält) sogar 
echter Teiler von p ist, also = o sein muß. Daher läßt sich das be- 
liebige Element b von o schreiben in der Form 


b=p-+ra (pep, reo). 
Daraus folgt vermöge der Homomorphie von o zum Restklassenring: 
b=rä, 
womit die Gleichung £& = 5 gelöst ist. 
Der Restklassenring ist also ein Körper. Da ein Körper keine 
Nullteiler hat, so ist das Ideal p prim. 


Ist umgekehrt o/p ein Körper, a ein echter Teiler von p, a ein 
Element von a, das nicht zu p gehört, so ist die Kongruenz 


ax=b(p) 

für jedes b aus o lösbar. Es folgt 
ax =b(a), 
0= bla), 


also, da 5b jedes Element von o sein kann, a =D. 

Daß nicht jedes Primideal maximal ist, zeigt das Beispiel des Null- 
ideals im Ring der ganzen Zahlen oder weniger trivial das Ideal (x) 
im ganzzahligen Polynombereich Z[x], welches unter anderem das 
Ideal (2, x) als echten Teiler besitzt. Beide Ideale (x) und (2, x) sind, 
wie man leicht feststellt, Primideale. 

Aufgaben. 1. Man führe den Beweis der letzten Behauptung durch. 

2. Man diskutiere die Restklassenringe der Ideale (2) und (3) im Ring der 
ganzen Zahlen und zeige, daß diese Ideale prim sind. 

G.6.T. und K.G.V. Das von der Vereinigung von zwei Idealen a, b 
erzeugte Ideal (a, b) wird auch als der größte gemeinsame Teiler 
(G.G.T.) dieser Ideale bezeichnet, weil es ein gemeinsamer Teiler ist, 
den jeder gemeinsame Teiler teilt. Weiter bezeichnet man es auch als 
die Summe der beiden Ideale, weil es offenbar aus allen Summen a + b 
besteht, wo aea, beb ist. 

In derselben Weise bezeichnet man den Durchschnitt an b zweier 
Ideale a, b auch als deren kleinstes gemeinsames Vielfaches (K.G.V.), 
weil er ein gemeinsames Vielfaches ist und jedes andere gemeinsame 
Vielfache durch ihn teilbar ist. 


$ 17. Euklidische Ringe und Hauptidealringe 


Satz. Im Ring Z der ganzen Zahlen ist jedes Ideal Hauptideal. 
Beweis. Es sei a ein Ideal in Z. Ist a= (0), so ist man fertig. Ent- 
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hält a noch eine Zahl c = 0, so enthält a auch die Zahl — c und eine 
dieser beiden Zahlen ist positiv. Es sei a die kleinste positive Zahl im 
Ideal a. 

Ist nun 5 irgendeine Zahl des Ideals und r der Rest, den 5 bei 
Division durch «a läßt, so ist 


b=ga-+r, 0<sr<a. 


Da b und a dem Ideal angehören, tut esauchb —ga=r.Dar<a 
ist, muß r = 0 sein; denn a war die kleinste positive Zahl des Ideals. 
Also folgt b = ga;.d.h. alle Zahlen des Ideals a sind Vielfache von a. 
Daraus folgt a = (a); also ist a Hauptideal. 

Genau so beweist man: 

Ist P ein Körper, so ist im Polynombereich P[x] jedes Ideal Haupt- 
ideal. 

Man kann nämlich wieder a # (0) annehmen. Für a wähle man ein 
Polynom kleinsten Grades im Ideal a. Da auch im Polynombereich 
ein Divisionalgorithmus existiert, kann man jedes Polynom b des 
Ideals in der Gestalt 


b=ga-+r 


annehmen; der Grad von r ist, falls r + 0, kleiner als der von a, usw. 

Ein Integritätsbereich mit Einselement, in dem jedes Ideal Haupt- 
ideal ist, heißt ein Hauptidealring. Wie eben bewiesen, ist der Ring Z 
der ganzen Zahlen, sowie jeder Polynomring P[x], ein Hauptideal- 
ring. 

In trivialer Weise ist ferner jeder Körper ein Hauptidealring. 
Denn wenn ein Ideal a im Körper P nicht das Nullideal ist, enthält 
es zu einem beliebigen a #0 auch ala =]; also ist a = (1) das 
einzige Ideal außer dem Nullideal. (Vgl. $ 15, Aufgabe 7.) 

Die eben in zwei Fällen angewandte Schlußweise läßt sich folgen- 
dermaßen verallgemeinern. Es sei R ein kommutativer Ring, in wel- 
chem jedem von Null verschiedenen Ringelement a eine nicht nega- 
tive ganze Zahl g (a) zugeordnet ist, mit folgenden Eigenschaften: 

1. Füra+0 und5=+0 istab +0 und g(ab) > g(a). 

2. (Divisionsalgorithmus.) Es gibt zu je zwei Ringelementen a, b 
mit a +0 eine Darstellung 

b=ga-r 
in welcher entweder r =0 oder g(r) <g(a) ist. 

Im Fall 8 = Z ist g(a) = |a| zu setzen, im Fall R = Pf[x] ist 
g(a) der Grad des Polynoms a. Ein Ring mit den angegebenen Eigen- 
schaften heißt ein euklidischer Ring. Mit Hilfe der oben in den beiden 
Fällen R = Z und R = P[x] angewandten Schlußweise ergibt sich 
nun ohne weiteres der Satz: 

In einem euklidischen Ring ist jedes Ideal Hauptideal, und zwar 
sind alle Elemente des Ideals Vielfache ga des erzeugenden Elements a. 
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Wendet man diesen Satz insbesondere auf das Einheitsideal, also 
auf den ganzen Ring an, so ergibt sich, daß es ein a gibt, von dem 
alle Ringelemente Vielfache ga sind. Insbesondere ist a selbst so 
darstellbar: 

a=ae. 


Es folgt für b=ga: 
ga=gae, also b=be. 


Damit ist bewiesen: 

Ein euklidischer Ring besitzt stets ein Einselement. 

Zwei von Null verschiedene Elemente a, b eines Hauptidealringes 
erzeugen ein Ideal (a, b), welches aus allen Ausdrücken der Gestalt 
ra + sb besteht und welches wieder ein Hauptideal ist, also von 
einem Element d erzeugt wird. Es gilt also 


(1) d=ra+sb 


— gd 
(2) = 


d ist nach (2) ein gemeinsamer Teiler von a und b. Wegen (1) ist d 
auch der größte gemeinsame Teiler, d.h. alle gemeinsamen Teiler von 
a und 5 sind auch Teiler von d. Also: In einem Hauptidealring be- 
sitzen je zwei Elemente a, b einen größten gemeinsamen Teiler d, der 
sich ın der Gestalt (1) darstellen läßt. 

Man bezeichnet den größten gemeinsamen Teiler gewöhnlich mit 
d= (a,b). Korrekter wäre allerdings (d) = (a,b), denn nur das 
Ideal (d), nicht das Element d ist durch a und b eindeutig bestimmt. 
Ist (a,b) = 1, so heißen a und b teilerfremd oder relativ prim. 

Der obige Existenzbeweis für den G.G.T. liefert noch kein Mittel, 
diesen wirklich zu berechnen. In euklidischen Ringen wird ein solches 
Mittel durch das schon von EUKLID! angegebene Verfahren der suk- 
zessiven Divisionen (den euklidischen Algorithmus, nach welchem 
auch die euklidischen Ringe benannt sind) gegeben. 

Gegeben seien zwei Ringelemente ao, aı und es sei etwa g(aı) 
< 9(ao). Dann setzen wir, dem Divisionsalgorithmus entsprechend, 


a=qıaı +a2, Yglae)<glaı), 
aı =g2a2 + a3, glas) < g(a2) 


und fahren damit solange fort, bis einmal die Division mit dem Rest 
Null aufgeht: 


As-ı = Ass. 


Dann haben alle Zahlen ao, aı,Qa,...,a, die Gestalt rau + taı. 
Jeder Teiler von a, (insbesondere a, selbst) ist nach der letzten Glei- 


1 EukLip: Elemente, Buch 7, Satz 1 und 2. 
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chung auch Teiler von a,-ı, sodann auch von a,;-s, schließlich auch 
von aı und von ao. Also ist a, der G.G.T. von ay und aı. 


Die bisherigen Überlegungen lassen sich auch auf den nichtkommutativen 
Fall übertragen; nur muß man dann die Existenz eines linksseitigen und eines 
rechtsseitigen Divisionsalgorithmus verlangen: 


b=qa+tr=ag-tr, glrı)<gl(e, g(r)<g(e). 


Es folgt dann, daß jedes Linksideal ein Element a enthält, von dem alle 
Elemente des Ideals Linksvielfache ga sind, und ebenso jedes Rechtsideal ein 
Element a, von welchem alle Elemente des Ideals Rechtsvielfache ag sind. 
Ein zweiseitiges Ideal besitzt ein erzeugendes Element a, von dem alleElemente 
sowohl Linksvielfache als auch Rechtsvielfache sind. Wendet man das ins- 
besondere auf das Einheitsideal an, so folgt die Existenz eines links- und eines 
rechts-Einselementes, also die eines Einselementes schlechthin. 

Schließlich beweist man wie oben die Existenz eines linksseitigen sowie 
auch eines rechtsseitigen G. G. T. zweier Elemente a, b. 

Das wichtigste Beispiel eines nichtkommutativen euklidischen Rings ist 
der Polynomring P[x] über einem Schiefkörper P. 

Aufgaben. 1. Die Relation (a,b) — (d) bleibt bestehen bei Erweiterung des 
Ringes o zu irgendeinem umfassenden Ring 0. 

2. Jedes Element a der Ordnung r - s in einer Gruppe ® ist Produkt aus 
einer eindeutig bestimmten Potenz a*: der Ordnung r und einer eindeutig be- 
stimmten Potenz a#r der Ordnung s, vorausgesetzt, daß die Zahlen r und s 


teilerfremd sind: 
(r,s)=1. 


3. Eine zyklische Gruppe der Ordnung rn mit dem erzeugenden Element a 
wird von jeder Potenz a#, wo (u,n) = 1 ist, erzeugt. 


Weiteres Beispiel eines euklidischen Rings. Die komplexen Zahlen a + bi 
(a und 5 gewöhnliche ganze Zahlen) bilden den Ring der ganzen Gaußschen 
Zahlen. 

Aus der Produktdefinition 


(a+bdbi)(c+di)=(ac—bd) +(ad+be)i 
folgt, wenn man die „Norm“ von «=a- bi definiert durch 
N(e)=(a-+bi)(a —bi)=a?+b2, 
leicht die Gleichung 
(3) N(aß)=N(a)-N(P). 


Die Norm X («) ist eine gewöhnliche ganze Zahl, die (als Summe zweier Qua- 
drate) nur dann verschwindet, wenn « selbst verschwindet, und sonst positiv 
ist. Aus (3) folgt, daß ein Produkt «ß nur dann verschwindet, wenn « oder 
verschwindet; wir befinden uns also in einem Integritätsbereich. 
Nach $ 13 existiert ein Quotientenkörper. Ist x =a + bi = 0, so ist al 
a— bi 
— ar ; die Zahlen des Quotientenkörpers lassen sich also in der Gestalt 


a c 
Fr. + F- i darstellen (a, c, n ganze Zahlen). Diese ‚„‚gebrochenen Zahlen“ bilden 


den „Gaußschen Zahlkörper“. Die Normdefinition und die Gleichung (3) blei- 
ben für die Elemente dieses Körpers wörtlich erhalten. 


Um zu einem Divisionsalgorithmus für den Ring der ganzen Gaußschen 
Zahlen zu kommen, stellen wir uns die Aufgabe, zu gegebenem « und ß # 0 eine 
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Zahl — Aß zu finden, die eine kleinere Norm als 8 hat. Zunächst bestimme man 
eine gebrochene Zahl 2’ = a’+ bi, so daß « — AB = 0 ist; sodann ersetze 
man a’ und 5’ durch die nächstliegenden ganzen Zahlen a und 5 und setze 
A=a+bi, ”—A=e. Dann folgt: 

«—AB=a—-Nß+eß=eß, 

N (a — AP) = oa. 

N (e) = Pa ı)= (a —- a? + -b? SH H?<IL, 
N(a—Aß)<N(P). 
Damit ist ein „Divisionsalgorithmus‘ gefunden und der Ring als euklidisch 
erkannt. 

Literatur. Über die Frage, ob der euklidische Algorithmus oder eine Ver- 
allgemeinerung desselben in beliebigen Hauptidealringen existiert, siehe 
H. Hasse: J. reine u. angew. Math. Bd. 159 (1928), S.3—12. In welchen 
algebraischen Zahlringen der euklidische Algorithmus gilt, haben O. PERRON 
(Math. Ann. Bd. 107, S. 489), A. OPppEnHeIm (Math. Ann. Bd. 109, S. 349), 
E. Bere (Kgl. Fysiogr. Sällskapets Lund Förhandl. Bd.5, N5), N. Hor- 
REITER (Mh. Math. Physik Bd. 42, S. 397), H. BEHRBOHM und L. ReEDEI 
(J. reine u. angew. Math. Bd. 174, S. 198) untersucht. 


$ 18. Faktorzerlegung 


Wir betrachten in diesem Paragraphen nur Integritätsbereiche 
mit Einselement. Zunächst wollen wir untersuchen, was wir in diesen 
Bereichen zweckmäßig unter Primelementen oder unzerlegbaren Ele- 
menten zu verstehen haben. Dabei betrachten wir, auch wenn es 
nicht immer ausdrücklich gesagt wird, nur die von Null verschiede- 
nen Ringelemente. 

Eine gewöhnliche Primzahl im Ring der ganzen Zahlen läßt sich 
immer in Faktoren zerlegen, sogar auf zwei Weisen: 

p=pl1=(-p) (—1). 
Aber einer dieser Faktoren ist immer eine ‚‚Einheit‘, d.h. eine solche 
Zahl e, deren Inverse e-! auch im Ring liegt. +1 und — 1 sind Ein- 
heiten. 

Ist allgemein ein Integritätsbereich mit Einselement gegeben, so 
verstehen wir unter einer Einheit! ein solches Element e, das im Be- 
reich ein Inverses &e-! besitzt. Offensichtlich ist dann auch e1 eine 
Einheit. 

Jedes Element «a läßt, wenn e eine Einheit ist, eine Zerlegung 

a=acTl-e 


zu. Solche Zerlegungen, bei denen ein Faktor eine Einheit ist, kann 
man ‚‚triviale Zerlegungen‘ nennen. 

Ein Element p = 0, das nur triviale Zerlegungen zuläßt, so daß 
also aus p = ab folgt, daß a oder b Einheit ist, heißt ein unzerlegbares 


1 Das Wort ‚Einheit‘ wird oft als Synonym für ‚‚Einselement‘‘gebraucht. 
In Untersuchungen über Faktorzerlegung aber sind die beiden Begriffe streng 
zu trennen, da z.B. —1 auch eine Einheit ist. 
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Element oder ein Primelement. (Speziell bei ganzen Zahlen auch: 
Primzahl; bei Polynomen auch: irreduzibles Polynom.) 

Man nennt bisweilen zwei Größen wie a und b = aerl, die sich 
nur um eine Einheit als Faktor unterscheiden, ‚‚assoziierte Größen‘. 
Jede ist Teiler der anderen, und für die zugehörigen Hauptideale gilt: 


(«)C (db), (b)C(a), also (b)= (a); 


mithin erzeugen zwei assoziierte Größen dasselbe Hauptideal. 
Wenn umgekehrt von den beiden Größen a und b jede ein Teiler 
der anderen ist: 


so folgt 
b=bcd, also 1=cd, c=d-, 


mithin sind c und d Einheiten und es ist a zu b assoziiert. 

Ist c ein Teiler von a, aber nicht assoziert zu a, also a = cd 
und d keine Einheit, so heißt c ein echter Teiler von a. In diesem 
Fall ist @ nicht zugleich Teiler von c, und das Ideal (c) ist ein echter 
Teiler des Ideals (a). Wäre nämlich a ein Teiler von c, etwa c = ab, 
so wäre 

a=cd=abd 
1=bd 


und d wäre doch eine Einheit. 

Ein Primelement kann jetzt auch definiert werden als ein von 
Null verschiedenes Element, das keine echten Teiler außer Einheiten 
besitzt. 

Ist ın einem euklidischen Ring b ein echter Teiler von a, so ıst 
9) <gle). 

Beweis. Die Division von 5 durch «a geht nicht auf, ergibt also 

b=agy+r, glr)<g(e). 
Daraus folgt, wenn a = bc gesetzt wird, 
r=b-ag=b(l —.cg) 
yr)=glb), also glb)=glr)<glea). 


In einem euklidischen Ring ist jedes von Null verschiedene Ele- 
ment a ein Produkt von Primelementen: 


a = PıPp2...Pr. 


Bemerkung. Man kann den Satz allgemeiner für Hauptidealringe 
beweisen: dabei muß man allerdings das Auswahlpostulat ($ 69) ver- 
wenden. In diesem elementaren Teil des Buches soll das Auswahl- 
postulat noch nicht zur Sprache kommen; daher möge der Beweis 
nur für euklidische Ringe geführt werden. 
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Beweis. Wir wenden vollständige Induktion nach g(a) an: Die 
Behauptung sei richtig für alle Elemente 5b mit g(b))< n und es sei 
g(a) = n. Ist nun a prim: a = 7, so ist nichts mehr zu beweisen. 
Ist aber a zerlegbar: a = bc, wobei b und c echte Teiler von a sind, 
so ist 


g(b)<gla), gle)<gla). 


Nach der Induktionsvoraussetzung sind nun 5 und c Produkte von 
Primelementen. Also ist a—=bc auch ein Produkt von Primelementen. 

Wir wollen nun untersuchen, wie es mit der Eindeutigkeit der 
Primfaktorzerlegung a = pıpa.... Pr steht und betrachten dabei 
nicht nur die euklidischen Ringe, sondern allgemein beliebige Haupt- 
idealringe. 

In einem Hauptidealring erzeugt ein unzerlegbares Element, das 
keine Einheit ist, ein teilerloses Primideal (dessen Restklassenring also 
eın Körper ist). 

Beweis. Ist p unzerlegbar, so hat 9 keine echten Teiler außer Ein- 
heiten, also (da jedes Ideal Hauptideal ist) das Ideal (?) keine echten 
Idealteiler außer dem Einheitsideal. 


Bemerkung. Man kann natürlich die Lösbarkeit der Gleichung 
ax =b im Restklassenring oder der Kongruenz ax = b(p) im ge- 
gebenen Ring auch direkt aus der Tatsache erschließen, daß für 
a =0(p) notwendig (a, p) = 1 sein muß, also 


l=ar-+ps, 
b=arb-+psb, 
b=arb(p) 


ist. 

Eine unmittelbare Folgerung ist: 

Ist eın Produkt durch das Primelement p teilbar, so muß ein Faktor 
es sein; denn der Restklassenring hat keine Nullteiler. 


Aufgaben. 1. Man löse die Kongruenz 
6x = 7(19) 
mit Hilfe des euklidischen Algorithmus. 
2. Wenn in einem Hauptidealring ein Produkt ab durch c teilbar und a 
zu c teilerfremd ist, dann ist 5 durch c teilbar. 
Nunmehr sind wir imstande, den Satz von der Eindeutigkeit der 
Primfaktorzerlegung in Hauptidealringen zu beweisen. Es seien 


(1) a = PıPpa.... Pr = Qı192 ---Qs 


zwei Zerlegungen derselben Zahl a in einem Hauptidealring. Den 
trivialen Fall, daß a eine Einheit ist und folglich alle 9, und g; Ein- 
heiten sind, schließen wir aus. Dann können wir annehmen, daß 9ı 
und gı keine Einheiten sind und daß alle eventuellen Einheiten unter 
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den Faktoren 9; und g; mit dem Faktor pı bzw. gı vereinigt sind. 
Die p; und g; seien also keine Einheiten. Nun wird behauptet: Es 
istr = s und die pı stimmen mit den g; bis auf die Reihenfolge und bis 
auf Einheitsfaktoren überein. 

Für r = 1 ist die Behauptung klar; denn wegen der Unzerleg- 
barkeit von a = pı kann das Produkt gı .... gs auch nur einen Fak- 
tor gı = pı enthalten. Wir können also Induktion nach r vornehmen. 
Da pı in dem Produkt gı...gs aufgeht, so muß 7ı in einem der 
Faktoren g; aufgehen. Durch Umordnung der g erreichen wir, daß 
?ı in gı aufgeht: Ä 


(2) g1 = E&Pı. 


Hierin muß eı Einheit sein, da sonst gı nicht prim wäre. Setzt man 
(2) in (l) ein und kürzt durch pı, so kommt 


(3) 22... Tr = (E192)93 ...9s- 


Nach der Induktionsvoraussetzung müssen die Faktoren in (3) 
links und rechts bis auf Einheiten übereinstimmen. Da auch pı mit 
gı bis auf die Einheit eı übereinstimmt, ist alles bewiesen. 

Aus den bewiesenen Sätzen folgt: Die Elemente eines euklidischen 
Ringes sind bis auf Einheiten und bis auf die Reihenfolge der Faktoren 
eindeutig als Produkte von Primelementen darstellbar. Insbesondere 
gilt das für die ganzen Zahlen, für die Polynome einer Veränderlichen 


mit Koeffizienten aus einem Körper, sowie für die ganzen Gaußschen 
Zahlen. 


Aufgaben. 3. Die ganzzahligen Polynome f(x) sind modulo jeder Prim- 
zahl p eindeutig in modulo p unzerlegbare Faktoren zerlegbar. 

4. Was sind die Einheiten im Ring der ganzen Gaußschen Zahlen ? Man 
zerlege die Zahlen 2, 3, 5 in diesem Ring in Primfaktoren. 

5. Im Ring der Zahlen a + b/—3 bestehen für die Zahl 4 die beiden 


wesentlich verschiedenen Zerlegungen in unzerlegbare Faktoren: 
4=2:2=(1+/-3(1-y-3). 


6. In einem Hauptidealring bilden diejenigen Restklassen modulo a, die 
aus zu a teilerfremden Elementen bestehen, bei der Multiplikation eine Gruppe. 


Wir werden im übernächsten Kapitelsehen, daß es auch andere als 
Hauptidealringe gibt, in denen der Satz von der eindeutigen Faktor- 
zerlegung gilt. Für alle solchen Ringe beweisen wir nun den Satz: 

Wenn in vo jedes Element eindeutig in Primelemente zerlegbar ist, 
so erzeugt jedes unzerlegbare Element p ein Primideal, jedes von Null 
verschiedene zerlegbare Element ein Nichtprimideal. 

Beweis. psei unzerlegbar. Ist nunab =0(p), so muß in der Faktor- 
zerlegung von ab der Faktor. p vorkommen. Diese Faktorzerlegung 
erhält man aber durch Zusammensetzung der Faktorzerlegungen von 


62 Vektorräume und Tensorräume 


a und 5; also muß schon in a oder 5 der Faktor p vorkommen, also 
a=0(p) oder (b) =0(p) sein. 

Nun sei p zerlegbar: p = ab, a und b echte Teiler von p. Dann 
folgt ab = 0(p), a E 0O(p), b E O(p). Das Ideal (p) ist also nicht 
prim. 

Aufgaben. 7. Man beweise für alle Ringe mit eindeutiger Faktorzerlegung, 
daß es für je zwei oder mehrere Elemente einen ‚größten gemeinsamen Teiler‘ 


und ein ‚‚kleinstes gemeinsames Vielfaches‘ gibt, die beide bis auf Einheits- 
faktoren bestimmt sind. 


Bemerkung. Für Ringe der betrachteten Art ist der G.G.T. im Element- 
sinn nicht immer derselbe wie der G.G.T. im Idealsinn. So haben z.B. im ganz- 
zahligen Polynombereich einer Veränderlichen x die Elemente 2 und x keine 
gemeinsamen Teiler außer Einheiten; aber das Ideal (2, x) ist nicht das Ein- 
heitsideal. (Daß in diesem Ring die eindeutige Faktorzerlegung besteht, wird 
im übernächsten Kapitel bewiesen werden.) 


Viertes Kapitel 


Vektorräume und Tensorräume 


$ 19. Vektorräume 


Es seien gegeben erstens ein Schiefkörper K, dessen Elemente 
a,b, .... Koeffizienten oder Skalare heißen mögen, zweitens ein Modul 
(d.h. eine additive abelsche Gruppe) M, dessen Elemente x, y, ... 
Vektoren heißen, drittens eine Multiplikation xa der Vektoren mit 
Skalaren, mit folgenden Eigenschaften: 


vi. xa liegt in M. 

v2. (x +yJa=xa-+ya. 
V3. za +b)=xa+txb. 
V4. z(ab) = (xza)b. 
V5. ıl=x. 


Sind diese Voraussetzungen erfüllt, so heißt M ein Vektorraum 
über K, genauer ein K-rechts-Vektorraum, weil die Koeffizienten a 
rechts von den Vektoren stehen. Der Begriff K-links-Vektorraum 
wird analog definiert; das Assoziativgesetz V 4 lautet für einen 
Links-Vektorraum 


V4* (ab)x=albx). 
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Ist K kommutativ, so kann man statt xa auch ax schreiben. Der 
Rechts-Vektorraum wird dann zu einem Links-Vektorraum. Ist aber 
K nicht kommutativ, so muß man zwischen Rechts- und Links- 
Vektorräumen unterscheiden. 

Statt x(ab) oder (xa)b schreiben wir zab. Das Nullelement von 
IM wird, wie das von X, einfach mit O bezeichnet. 

Beispiele von Vektorräumen sind alle Erweiterungskörper eines 
Körpers K, allgemeiner alle Ringe R, die einen Schiefkörper X um- 
fassen, sofern das Einselement von K auch Einselement von R ist. 

Aus V2 folgt wie gewöhnlich 


(at +ar)a=xıa+'"+&ra, 
(x —- yJa=xa— ya, 
0-a=0. 


Ebenso folgt aus V 3 
z(a +" +a)=xa+''+%0; 


la —bJ)=xa—xb, 


x d=0. 
Der Vektorraum M heißt endlichdimensional oder kurz endlich 
über X, wenn es endlich viele Erzeugende eı,..., em gibt, durch 


die jedes Element von M sich mit Koeffizienten a* aus X ausdrücken 
läßt!: 


(1) =) erak. 


Wenn eine der Erzeugenden e; sich durch die übrigen e; aus- 
drücken läßt, so ist dieses e; als erzeugendes Element von M über- 
flüssig. Streicht man es dann aus der Reihe eı,...,e”m und fährt 
so fort bis kein e; mehr überflüssig ist, so bleiben schließlich n Basis- 
vektoren Pı, -.,Pn übrig, von denen keiner sich linear durch die 
anderen ausdrücken läßt. Man nennt solche Vektoren, von denen 
keiner sich durch die anderen ausdrücken läßt, linear unabhängig. 


Wenn Ppı,...,Pn linear unabhängig sind, so folgt aus 
(2) pıat+ "+ Ppna"—=0 
notwendig 
a=(,...,ar=0. 


Wäre nämlich ein a! +0, so könnte man aus (2) ein p; auflösen 
und durch die anderen ausdrücken. 

Wenn pı,..., Pn eine linear unabhängige Basis für den Vektor- 
raum M bilden, so läßt sich jeder Vektor x eindeutig durch die Basis- 


1 Bei der Kennzeichnung der Koeffizienten a% durch obere Indices folgen 
wir einer Konvention von EINSTEIN, die in der Vektor- und Tensorrechnung 
sehr zweckmäßig ist. Summationen erstrecken sich nach dieser Konvention 
immer auf die Indices, die einmal unten und einmal oben vorkommen. 
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vektoren px mit Koeffizienten x* aus K ausdrücken: 

(3) x—= > Prx#. 

Wäre nämlich noch ein zweiter Ausdruck desselben Vektors x mög- 
lich 

(4) x =) Pryk, 

so würde man durch Subtraktion von (3) und (4) eine lineare Ab- 


hängigkeit 
>,pr (x* — yk) = 0 


erhalten, also wären alle Differenzen x* — y*% Null, also wären die 
yk doch gleich den x#. 

Durch (3) ist jedem Vektor x eindeutig eine Reihe von Koef- 
fizienten x!,..., x” aus K zugeordnet, die man die Koordinaten des 
Vektors x in bezug auf die Basis pı, ..., Pn nennt. Umgekehrt ist 
jeder Reihe von n Koeffizienten x* nach (3) eindeutig ein Vektor x 
zugeordnet. Bei fest gewählter Basis hat man also eine eineindeutige 
Zuordnung 


(5) x (r},...,x®). 


Zwei Vektoren werden addiert, indem ihre Koordinaten addiert 
werden: 


x +y=Dprak + I pryk = I, pr(a® + yR). 


Ein Vektor wird mit a multipliziert, indem seine Koordinaten 
mit a multipliziert werden: 


za = (I pr2*)a— I pr(rka). 


Die Anzahl n der Basisvektoren heißt die Dimension des Vektor- 
raumes M. Im nächsten $ 20 werden wir sehen, daß die Dimension 
von der Wahl der Basis unabhängig ist. 

Einen Vektorraum von der Dimension rn, der als Modell für alle 
Vektorräume der gleichen Dimension dienen kann, erhält man fol- 
gendermaßen. Als Vektor x definiert man eine Folge von n Elementen 
xl,...,x” von K. Die Summe zweier Vektoren x und y ist die Folge 
(@lÜ + yl,...,x® + y®r). Ein Vektor x wird mit a multipliziert, in- 
dem die einzelnen x* mit a multipliziert werden. Die so definierte 
Addition und Multiplikation mit a erfüllen alle Bedingungen, durch 
die der Begriff Vektorraum definiert wurde. Die n Vektoren 


er —= (0,...,1,0,...,0) (l an der Stelle k) 
bilden eine Basis, denn jeder Vektor x = (xl, ..., x") läßt sich ein- 


deutig als 
x = » ek ack 
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darstellen. Also hat unser Modell-Vektorraum tatsächlich die Dimen- 
sion N. 

Aus der Zuordnung (5) folgt ferner: 

Jeder Vektorraum der Dimension n über K ist zum Modell-Vektor- 


raum, der von den Folgen (xl, ...., x") gebildet wird, isomorph. 
Aufgabe. 1. Wenn man von einer Basis pı,...,Pn zu einer anderen 
Basis eı,...,en des gleichen Vektorraumes übergeht und wenn die alten 
Basiselemente px; sich durch die neuen e; mit Koeffizienten p, ausdrücken: 
Pr =) ei Pix, 
so drücken die neuen Koordinaten ’r? eines Vektors x sich durch die alten 
so aus: 
id pie ak. 


$ 20. Die Invarianz der Dimension 


Wir wollen beweisen, daß die Dimension eines Vektorraumes M, 
d.h. die Anzahl der Elemente einer linear unabhängigen Basis, von 
der Wahl der Basis unabhängig ist. 


Ein Element y heißt linear abhängig von &ı,...,%m (in bezug 
auf X), wenn 
(Ü) y=zalt + zmam 
ist, oder was auf dasselbe hinauskommt, wenn eine lineare Relation 
(2) yb+zbl+ + 2mbm=0 


mit 5 +0 besteht. Insbesondere heißt y abhängig von der leeren 
Menge, wenn y = (0 ist. 

Für den Begriff der linearen Abhängigkeit gilt eine Reihe von 
Sätzen, die im folgenden in „Grundsätze“ und ‚Folgesätze‘“ ein- 
geteilt erscheinen. Die Grundsätze werden unmittelbar aus der De- 
finition des Begriffs hergeleitet. Die Folgesätze dagegen werden aus 
den Grundsätzen ohne nochmalige Benutzung der Definition, also 
ohne Rücksicht auf die Bedeutung des Begriffs ‚lineare Abhängig- 
keit‘ hergeleitet. Dieses Verfahren ist nützlich im Hinblick auf ein 
späteres Kapitel, in dem der Begriff der ‚algebraischen Abhängig- 
keit‘‘ eingeführt wird, für den die gleichen Grundsätze und daher 
auch dieselben Folgesätze gelten. 

Drei Grundsätze genügen. Der erste ist ganz selbstverständlich: 


Grundsatz 1. Jedes x; ist von x1,...., x&m linear abhängig. 
Grundsatz 2. Ist y linear abhängig von &1, ..., X&m , aber nicht von 
X1y...,&m-ı, SO ist &m linear abhängig von xXı1,...,&m-1,Y- 


Beweis. In der Gleichung (2) muß 5”? +0 sein, da sonst y schon 
VON &%1,..., &m-ı abhängig wäre. 
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Grundsatz 3. Ist z linear abhängig von Yı,..., Yn und ist jedes y; 
linear abhängig von &1,...,X%m, so ist z linear abhängig von x1,...,Xm- 


Beweis. Aus z = > yrak und yr = » x;bi. folgt 
z—= Ir (Diaibi)ak= ) iblrak = Yızil Dr birak) 
Aus den Grundsätzen 1 und 3 folgt 


Folgesatz 1. Ist z linear abhängig von Yı, ...,; Yn, 80 ist z auch von 
jedem System {x1,...,X%m} linear abhängig, welches {yı...,, Yn} 
umfaßt. 

Ein Spezialfall ergibt sich, wenn yı,..., Yn bis auf die Reihen- 
folge mit xı,..., 2m übereinstimmen. Der Begriff der linearen Ab- 
hängigkeit ist also von der Reihenfolge von x1ı,...,%m nicht ab- 
hängig. 

Definition. Die Elemente xı,...,%„n heißen linear unabhängig, 
wenn keines von ihnen linear von den übrigen abhängt. | 

Der Begriff der linearen Unabhängigkeit ist unabhängig von der 
Reihenfolge von xı,..., %n. Die leere Menge soll stets linear unab- 
hängig heißen. Ein einzelnes Element x ist linear unabhängig, wenn 
es von der leeren Menge nicht abhängt, also wenn x =# 0 ist. 


Folgesatz 2. Sind xı,..., &n-ı linear unabhängig, aber x1,...,Xn-1, 
X%n nicht, so ist x, linear abhängig von xX1,..., Xn-1- 


Beweis. Von den Elementen x1,..., &n-1; &n muß eines von den 
übrigen linear abhängen. Ist es x„, so sind wir fertig. Ist es nicht «,, 
sondern etwa &„-ı, SO ist x„-ı linear abhängig von x1,..., %Xn-2, &n, 
aber nicht von xı, ..., &n-2,, also ist (Grundsatz 2) x, linear abhängig 
von &%],..., &%n-2, Xn-1. 

Folgesatz 3. Jedes endliche System von Vektoren xı, ..., &n enthält 
ein (möglicherweise leeres) linear unabhängiges Teilsystem, von dem 
alle z;(i =], ...,n) linear abhängen. 

Beweis. Man suche aus dem System ein Teilsystem von möglichst 
vielen linear unabhängigen Vektoren aus. Jedes im Teilsystem ent- 
haltene x; ist nach Grundsatz 1, jedes nicht im Teilsystem enthaltene 
x; nach Folgesatz 2 vom Teilsystem linear abhängig. 


Definition. Zwei endliche Systeme xı,..., X und Yı, ..., Ys heißen 
(linear) äquivalent, wenn jedes yr von x1,...,Xr und jedes x; von 
Yly---»Ys linear abhängig ist. 


Die Äquivalenzdefinition ist nach Definition symmetrisch, nach 
Grundsatz 1 reflexiv und nach Grundsatz 3 transitiv. Ist ein Ele- 
ment z von einem der beiden äquivalenten Systeme linear abhängig, 
so hängt es nach Grundsatz 3 auch von dem anderen linear ab. Nach 
Folgesatz 3 ist jedes endliche System äquivalent einem linear un- 
abhängigen Teilsystem. 
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Der folgende Austauschsatz stammt von STEINITZ: 
Folgesatz 4. Sind yı,..., Ys linear unabhängig und ist jedes Y; 


linear abhängig von x1,...,Xr, so gibt es im System der x; ein Teil- 
system {x,, ..., x} von genau s Elementen, welches man gegen 
{yı,..., ys} austauschen kann, so daß das durch diesen Austausch aus 


{x1,...., z,} entstehende System dem ursprünglichen System {xı ,...,&r} 
äquivalent ist. Insbesondere ıst alsos Sr. 


Beweis. Für s = 0 ist die Behauptung trivial: es gibt dann keine 

y; und es wird nichts ausgetauscht. Die Behauptung sei also für 
{yı,...,Ys-ı} schon bewiesen, und es sei {yı,...,Ys-ı? gegen 
% 3...» %,.,;5 austauschbar. Durch diesen Austausch entsteht ein 
zu {x1,..., x} äquivalentes System {yı, ..., Ys-ı, %*, &ı,....}. Nun 
ist ys von {x1,...,xr}, also auch von dem äquivalenten System 
{Y1, ..., Ys-1,%k, X, ...} linear abhängig. Es gibt also auch eine 
kleinste Teilmenge von {Yyı,..., Ys-1, %k, X, ...}, von welcher ys 
noch linear abhängig ist. Diese kleinste Teilmenge kann nicht aus 
lauter y; bestehen, da die y; und y; linear unabhängig sind. Also 
enthält die kleinste Teilmenge {y;, ..., x«} mindestens ein xx, dieses 
nennen wir x,,. Nach Grundsatz 2 ist x; = x;, linear abhängig von 
dem System, das aus {y;,...., xx} durch Ersetzung von x; durch ys 
entsteht, also auch von dem umfassenden System, das aus {yı,...., 
Ys-1,%k, %,...y durch die Ersetzung x — ys entsteht. Dieses 
System sei {yı, -.-,Ys-1, Ys» &%ı, ...}. Es ist mit {yı,..., Ys-1, &%k; 
xı,...} äquivalent, da x; von dem ersten System und y,; von dem 
letzteren linear abhängig ist. Damit haben wir den Austausch um 


einen Schritt weiter getrieben. Das neue System {yı, ..., Ys-1, Ys; 
x,...y ist mit {yı,...,Ys-1,%&, %, ..}, also auch mit dem ur- 
sprünglichen {x1,..., xr} äquivalent. 


Folgesatz 5. Zwei äquivalente, linear unabhängige Systeme 
{x1,...,xr} und {yı,..., Ys} bestehen aus gleich vielen Elementen. 


Beweis. Nach Folgesatz 4 ists srundr Ss. 

Aus Folgesatz 5 folgt unmittelbar, daß zwei linear unabhängige 
Basen {x1,..., rt und {yı, ..., ys} eines Vektorraumes M aus gleich 
viel Elementen bestehen. Die Dimension eines Vektorraumes W ist 
also unabhängig von der Wahl der Basis. Man nennt die Dimension 
auch den linearen Bang oder den Rang von M über K. 

Hat M die Dimension r über K, so folgt aus dem Austauschsatz, 
daß unter r + 1 Elementen von M immer eines von den anderen 
linear abhängig ist. Man kann also den Rang von M über K auch 
als Maximalzahl der linear unabhängigen Elemente von M definieren. 
Daraus folgt: 

Ein linearer Unterraum WR von M (d.h. ein Untermodul, der die 
Multiplikation mit K gestattet) hat höchstens dieselbe Dimension wie M. 
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Unter einer Basis von M soll immer eine linear unabhängige 
Basis verstanden werden. In diesem Sinne mögen pı,..., Pr eine 
Basis von M und eı,...,e, eine Basis von % bilden. Nach dem 
Austauschsatz kann man ein zu {pı,..., Pr} äquivalentes System 
erhalten, indem man s Elemente dieser Basis gegen eı,..., e; aus- 
tauscht. Die übrigbleibenden p; kann man in e;;ı,..., er umbenen- 
nen. So erhält man ein neues System von Erzeugenden: 


{e1, ...,@5, @s+ly --+; er}. 


Dieses System ist wieder linear unabhängig, da sonst die Dimension 
von M kleiner als r wäre. Also gilt: 

Eine Basis eines linearen Teilraumes W von der Dimension s 
läßt sich durch Hinzunahme von r — s weiteren Elementen esı1, ..., € 
zu einer Basıs des ganzen Raumes M ergänzen. 

Aufgaben. 1. Die gewöhnlichen komplexen Zahlen a + bi bilden einen 
zweidimensionalen Vektorraum über dem Körper der reellen Zahlen. 

2. Die stetigen reellen Funktionen f(x) auf dem Intervall O<r<sI1 


bilden einen Vektorraum, der keinen endlichen Rang über dem Körper der 
reellen Zahlen hat. 


$ 21. Der duale Vektorraum 


Es sei M ein n-dimensionaler Vektorraum über dem Schief- 
körper K. Eine Linearform auf M ist eine auf M definierte Funktion f 
mit Werten f(x) in K, die linear ist in folgendem Sinn: 


(1) Ka+y)=fa)+ fly) 
(2) fza)=f(z)a. 

Drückt man die Vektoren x durch n Basisvektoren pı,..., Pn 
aus: 


x = pı@l 4 + Pman 
so folgt aus (1) und (2) 
(3) s)= Hp) tr + pn)" =ur+ + Und" 


mit u; = f(pi). Die Linearform f(x) ist also einfach eine homogene 
lineare Funktion der Koordinaten x!,...,x” mit Koeffizienten 
Ul,:..,Un aus K. Diese Koeffizienten können beliebig in K gewählt 
werden: durch (3) ist immer eine Linearform f(x) mit den Eigen- 
schaften (1) und (2) definiert. 

Die Summe von zwei Linearformen f(x) und g (x) ist offensichtlich 
wieder eine Linearform. Ebenso kann man eine Linearform f(x) von 
links mit einem konstanten Faktor a multiplizieren und erhält wie- 
der eine Linearform af(x). 

Wir fassen nun die Linearformen f,g,... als neue Objekte auf, 
die wir Kovektoren nennen und mit u, v,.... bezeichnen. Statt f(x) 
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schreiben wir fortan u - x und nennen es das skalare Produkt des 
Kovektors » mit dem Vektor x. Die Rechenregeln für das skalare 
Produkt sind 
u-(x+y)J=u' x-+u'y 
u-xa=(u'x)a 
(u+v), x =u x +v'x 
au-x=alu.x). 


Da man die Kovektoren von links mit Elementen a,b, ... des 
Grundkörpers K multiplizieren kann, bilden sie einen Links-Vektor- 
raum. Er heißt der zu M duale Raum D. Wenn die Basis pı, ..., Pn 
des Raumes M fest gegeben ist, so entspricht nach (3) jedem Ko- 
vektor u eine Folge von n Koeffizienten 1, ..., Un. Umgekehrt ent- 
spricht jeder solchen Folge uı, ..., un ein einziger Kovektor u, der 
durch 


(4) u x —=uırl +: + unr® 


definiert ist. Man nennt uı, ..., un die Koordinaten des Kovektors u. 
Zwei Kovektoren u und v werden addiert, indem ihre Koordinaten 
u; und v; addiert werden. Ein Kovektor u wird mit a multipliziert, 
indem seine Koordinaten von links mit a multipliziert werden. Also 
ist der duale Raum D als Links-Vektorraum isomorph dem Links- 
Modellraum der Folgen (v1, ..., %n). Folglich hat D dieselbe Dimen- 
sion wie M. Im Fall eines kommutativen Körpers Ä ist D sogar 
isomorph M. 
Die Kovektoren 
q’=(0,...,1,0,...,0) (1 an der Stelle :) 


bilden nach $19 eine Basis für D. Diese Basis ist vermöge der 
Gleichungen 
(5) g’ pr = 6 

—], wenn _=k, sonst 0 
invariant mit der Basis pı,..., pn des Raumes M verknüpft. Man 
nennt die beiden durch (5) verknüpften Basen von M und D zu- 
einander dual. Die Koordinaten eines Kovektors u in bezug auf die 
Basis q!,...., q” sind genau die früher definierten uı, ..., Un. 

Das Skalarprodukt (4) definiert nicht nur bei festem u eine 
Linearform in x, sondern auch bei festem x eine Linearform in u. 
Jede Linearform auf ® kann so erhalten werden, also ist der zu ® 
duale Raum wieder M. 


$ 22. Lineare Gleichungen in einem Schiefkörper 


Als Vorbereitung zur Lösung eines Systems von linearen Glei- 
chungen betrachten wir einen linearen Teilraum & von der Dimen- 
sion r im dualen Raum ®D. Eine Basis q!,..., q’ von € kann nach 
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$20 zu einer Basis ql,...,q"” von D ergänzt werden. Zu dieser 
Basis des dualen Raumes gibt es nach $ 21 eine duale Basis pı ,...,Pn 
von M; denn M ist der zu ® duale Raum. 

Wir suchen nun die Vektoren x in M, die mit allen Kovektoren u 
des Teilraumes & das Skalarprodukt Null haben: 


(1) u-x—=(0 für alle v inC. 

Dazu genügt es, die r linearen Gleichungen 
(2) g’-x—=0 (=|],...,r) 
zu erfüllen. Drückt man x durch die Basisvektoren pı,..., Pn aus 


und beachtet die Relationen (5) $ 21, so zeigt sich, daß (2) gleich- 
bedeutend ist mit 


(3) ı=0,...,207=0. 
Die gesuchten Vektoren x sind also 


x = Pr+attl —- ... + Pn x" 


mit beliebigen Koeffizienten x’r+l, ..., x”. Diese Vektoren bilden in 
M einen linearen Teilraum WR von der Dimension n — r. Er wird von 
den Basisvektoren pr+1,...., Pn aufgespannt. 


Betrachtet man umgekehrt N als gegeben und sucht diejenigen 
Kovektoren u, die mit allen Vektoren von X das Skalarprodukt Null 
haben, so findet man genau die Kovektoren in E. Somit gilt: 

Es gibt eine eineindeutige Beziehung zwischen den Teilräumen EC 
von der Dimension r in D und den Teilräumen W von der Dimension 
n — rın M, die so definiert ist: N besteht aus den Vektoren, die mit 
allen Kovektoren aus & das Skalarprodukt Null haben und C aus den 
Kovektoren, die mit den Vektoren aus W das Skalarprodukt Null haben. 

Jetzt gehen wir zur Theorie der linearen Gleichungen über. Es 
seien zunächst s homogene lineare Gleichungen mit n Unbekannten 
xl,..., x” vorgelegt. 


(3a) > ayrak = (=]1,...,s) 
Wir fassen xl, ...., x” als Koordinaten eines Vektors x im Vektor- 

raum M auf. Dann können die Gleichungen (3a) als 

(4) a’x—=0 


geschrieben werden, wobei a; der Kovektor mit Koordinaten 
Ail,-.., in 1St. Ist einer der Kovektoren a; von den übrigen linear 
abhängig, so kann man die betreffende Gleichung weglassen. Schließ- 
lich erhält man ein System von r unabhängigen Gleichungen (4). 
Die linear unabhängigen Kovektoren a; erzeugen im dualen Raum D® 
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einen r-dimensionalen Teilraum &. Die Lösungen von (4) bilden 
gerade den dazu orthogonalen Teilraum NR von M. 

Die Anzahl r der unabhängigen Gleichungen (4) oder der unab- 
hängigen Kovektoren a; heißt der Rang des Gleichungssystems. Also 
gilt der Satz: 

Die Lösungen x eines homogenen linearen Gleichungssystems vom 
Rang r bilden in M einen (n — r)-dimensionalen Teilraum R, d.h. 
es gibt n — r linear unabhängige Lösungen yD,..., yIn-r), von denen 
alle Lösungen Linearkombinationen sind. 

Um die Lösungen der Gleichungen (3a) effektiv zu erhalten, wen- 
det man das bekannte Verfahren der sukzessiven Eliminationen an, 
das bei inhomogenen Gleichungen 


(5) Yarık=c =],...,s) 


zum Ziel führt. Wenn in einer Gleichung alle Koeffizienten Null sind, 
so ist entweder «; + 0 und die Gleichung widerspruchsvoll, oder 
c; = 0 und die Gleichung überflüssig. Hat aber ein x* einen von Null 
verschiedenen Koeffizienten, so kann man dieses x* aus der Gleichung 
auflösen und in die übrigen Gleichungen einsetzen. So fortfahrend, 
erhält man entweder nach einigen Schritten einen Widerspruch, oder 
man kann einige x®, etwa x1,..., x" durch die übrigen ausdrücken, 
während die übrigen xr+l,..., x”? beliebig wählbar sind. 

Ist das Gleichungssystem homogen (alle c; = 0), so hat es immer 
die Null-Lösung (0,...., 0). Andere, nicht triviale Lösungen gibt es 
genau dann, wenn der Rang des Gleichungssystems kleiner als n ist. 

Aufgaben. 1. Das System (5) ist genau dann lösbar, wenn jede lineare 
Abhängigkeit zwischen den Linearformen a; auch für die c; gilt, d.h. wenn aus 

ba = 0 folgt bin = 0. 
2. Ein System von n homogenen linearen Gleichungen mit n Unbekannten 


hat genau dann eine nicht triviale Lösung, wenn die Linearformen aı,..., @n 
linear abhängig sind, also wenn das ‚„transponierte Gleichungssystem“ 


> yiar=0 
eine nicht triviale Lösung (y!,...., y”) hat. 


$ 23, Lineare Transformationen 


M und X seien Vektorräume. Eine lineare Transformation ist eine 
Abbildung A von M in RW mit folgenden zwei Eigenschaften 


a) Alx+y)=Ax+4y 
(2) A(xc)=(Ax)c. 
Aus (l) folgt wie immer 
(3) Ax—-y)=Ax— Ay 
(4) Aksıt ""+o)=Axıt+ +4 Aar. 
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Hat M eine endliche Dimension m und bilden pı,..., Pm eine 
Basis, so ist die Wirkung einer linearen Transformation A auf be- 
liebige Vektoren x vollständig bestimmt durch die Wirkung auf die 
Basisvektoren. Es sei 


x=pır + ...o + Pmt”. 
Dann ist wegen (4) und (2) 
(5) y=Ax=(Apı)2! ++ (Apm)x”. 


Hat R ebenfalls eine endliche Dimension rn, so kann man links 
und rechts in (5) die Vektoren y und Ap; durch die Basisvektoren 
91, .-.., 9Qn von Ü ausdrücken: 


(6) y=).qy 
(7) Apı= 2, gar. 

Aus (5) ergibt sich dann durch Koeffizientenvergleich 
(8) y= I alyar. 


Die lineare Transformation A wird also durch eine Matrix A, 
d.h. durch eine rechteckige Anordnung von mn Elementen af, des 
Schiefkörpers X bestimmt: 


alı ala... al 


arı ans... A, m 


Wenn die Basen pı,...,Pm und gı,..., qn fest gegeben sind, 
bestimmt jede lineare Transformation A eindeutig eine Matrix 4A 
und umgekehrt. Der erste Index : ist der Zeilenindex, der zweite k 
der Spaltenindex eines Matrixelementes a!,.. Die Elemente der k-ten 
Spalte sind nach (7) die Koordinaten des Vektors Apg. 

Wird nach der Transformation A eine zweite Transformation B 
ausgeführt, die den Raum St in einen Vektorraum R von der Di- 
mension r abbildet: 


(9) Zr Y buyl, 


so erhält man eine lineare Transformation C = BA, die Min R 
abbildet, nach der Formel 


(10) h — > bh; alk ck — > ch; sck 


mit der Matrix 


(11) C= BA 
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deren Matrixelemente sind 
(12) ch = ) bhyaly. 


Die Formel (12) definiert die Matrixmultiplikation. Aus den 
Matrices B und A kann man nur dann ein Produkt BA bilden, wenn 
die Matrix B ebenso viele Spalten hat wie die Matrix A Zeilen. Man 
erhält das Element c*#, der Produktmatrix BA nach (12), indem man 
die Elemente der h-ten Zeile von B mit denen der k-ten Spalte von A 
multipliziert und die Produkte addiert. 

Für die Matrixmultiplikation gilt natürlich, ebenso wie für die 
Multiplikation von Transformationen, das Assoziativgesetz 


D(BA)=(DB)A. 


Man schreibt dafür einfach D BA. Ebenso bei einem Produkt von 
mehr als drei Faktoren. 

Man kann einem Vektor x mit Koordinaten x% eine einspaltige 
Matrix 


x? 


gm 
zuordnen. Die Matrix bestimmt den Vektor x = > Px«x* eindeutig, 
wenn die Basisvektoren pı, ..., Pm fest gegeben sind. Die Trans- 
formationsgleichung (8) kann jetzt als Matrixgleichung geschrieben 
werden. 


Y=AX. 


Haben M und N dieselbe Dimension, so ist A eine quadratische 
Matrix. Insbesondere werden lineare Transformationen eines Rau- 
mes M in sich durch quadratische Matrices dargestellt. 

Unter dem Rang einer linearen Transformation A versteht man 
die Dimension des Bildraumes AM, also die Anzahl der linear un- 
abhängigen Bildvektoren Ax. Unter dem Spaltenrang einer Matrix A 
versteht man die Anzahl der linear unabhängigen Spalten. Ist A die 
Matrix der Transformation A, so sind die Spalten von A die Vektoren 
APpı,...,Apm, und es folgt: 

Der Rang der Transformation A ist gleich dem Spaltenrang der 
Matrix A. 

Ist der Rang gleich der Dimension m des Raumes M, so ist die 
Abbildung A eineindeutig. Ist außerdem die Dimension von R gleich 
der von M, so ist der Bildraum AM gleich I, also hat man dann eine 
eineindeutige lineare Abbildung A von M auf NR. Solche Trans- 
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formationen A heißen nicht singulär; auch ihre Matrices A heißen 
nicht singulär. Eine quadratische Matrix ist also genau dann singulär, 
wenn ihr Spaltenrang kleiner als r ist. 

Eine nicht singuläre Transformation besitzt, eben weil sie ein- 
eindeutig ist, eine Umkehrung A-1, die die Transformation A rück- 
gängig macht: 

(13) A414A=[I. 


Dabei ist I die identische Transformation oder die Identität, die jeden 
Vektor x in sich überführt. Ihre Matrix ist die Einheitsmatrix: 


1 0...0 
I- 0 1...0 
00...1 


Übt man zuerst die Transformation A-1 und dann A aus, so 
erhält man ebenfalls die Identität: 


(14) AAT!=I. 

Die Gleichungen (13) und (14) kann man auch als Matrixglei- 
chungen schreiben: 
(15) ANA=AATI=I. 

Um die Matrix A-! effektiv auszurechnen, löst man das Glei- 


chungssystem (8) für unbestimmte y? nach den x* auf, am besten 
durch sukzessive Elimination ($ 22). Man erhält als Auflösung 


Die Matrix B = (bk,) ist dann die gesuchte Inverse 4-1. 
Wir untersuchen nun, wie die Matrix A einer Transformation A 
sich ändert, wenn man in M und in I neue Basen einführt. Die alten 


Basen waren pı,..., Pn und gı,..., Ygm; die neuen seien p'ı,...,P'n 
und g’ı,..., qQ’m- Die neuen Basen drücken sich durch die alten so aus: 
(17) pi=Dpif: 
(18) = 2 ug: 


Die Koeffizienten ff; und g%; bilden nicht singuläre Matrices F und @. 
Die zu @ inverse Matrix sei @*"1 = H. Mittels dieser Matrix 7 = (h!«) 
kann man (18) nach den g; auflösen: 


(19) = 2 ah. 


Die Matrix A erhält man nach (7), indem man Ap; durch die gx 
ausdrückt: 


(20) Api= > grak;. 
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Um die neue Matrix zu erhalten, haben wir Ap; durch die g; 


auszudrücken: 
Apr = 2 (Apıi= 2 Mahf, 
=) gıhlyak; fi. 


Die neue Matrix ist also 


(21) A'’=HAF=G-AF. 
Im Spezialfal M= NR, F = @ ergibt sich 
(22) A'=F-AF. 


Aufgaben. 1. Die nichtsingulären linearen Transformationen eines Raumes 
M in sich bilden eine Gruppe. 
2. Definiert man für lineare Transformationen von M in % die Summe 
A-+B durch 
(A+B)x= Ax + Bx 


so ist A + B wieder eine lineare Transformation. Ihre Matrix ist die Summe 
der Matrices A und B, d.h. ihre Matrixelemente sind 


or = al + bir. 
Die Transponierte A!. Zu jeder Transformation A von M in % 
gehört eine Transformation A?, die den dualen Raum W@ in M@ ab- 


bildet. Ist nämlich v ein fester Vektor in W@ und x ein variabler 
Vektor in W, so ist das Skalarprodukt 


v-Ax 


eine Linearform in x, also das skalare Produkt von x mit einem 
Kovektor u: 


(23) v-Ax=u'x. 
Dieser Kovektor u hängt offenbar linear von v ab. Man kann also 
(24) u = Alv 
setzen und hat dann 
(25) v-Ax=A!v.x. 


Die durch (25) definierte Transformation 4® heißt die Trans- 
ponierte von A. 
In Koordinaten ausgeschrieben lautet (23) so: 


> vyal, ck — > urak. 
Daraus folgt 
Uk > 2 Y al . 
Die Matrixelemente der Transformation A? sind also die gleichen 


at, aber k ist jetzt Zeilen- und : Spaltenindex. Man nennt die so er- 
haltene Matrix die transponierte Matrix und bezeichnet sie mit A!. 
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Aufgaben. 3. Der Rang von A# ist gleich dem Rang von A. 

4. Der Rang von A! ist auch gleich dem Zeilenrang von A, d.h. gleich der 
Anzahl der linear unabhängigen Zeilen. Dabei sind die Zeilen als Elemente 
eines Links-Vektorraumes, die Spalten als Elemente eines Rechts-Vektor- 
raumes aufzufassen. 

5. Aus den Aufgaben 3. und 4. folgt, daß der Zeilenrang einer Matrix A 
gleich ihrem Spaltenrang ist. 


6 24. Tensoren 


Es sei M ein n-dimensionaler Vektorraum mit der Basis pı,...,Pn 
über einem kommutativen Körper K. Die Vektoren von M sind also 
(1) x=pır! ++ Pnt®. 


Wir betrachten nun Bilinearformen f(x,y) mit Werten aus K, 
also Funktionen von zwei Vektoren x und y mit folgenden Eigen- 
schaften: 


(2) fx +y,2)=f(&,2) + f(y,2) 

(3) xy+2)=ay en 

(4) f(za,y) en 

(5) Is,yb)= f(x 

Die Bilinearform f(x, y) ist kant sobald die Werte 
(6) ik = (Pi, Pr) 

bekannt sind. Man hat dann nämlich 

(7) f&,y)= FD Pit, I, Pryk) = 2 tinalyk, 


wobei über alle : und & von 1 bis n zu summieren ist. Man nennt die 
ti die Koordinaten der Bilinearform f. Wählt man die t;x beliebig 
im Grundkörper X, so hat die durch (7) definierte Form immer die 
Eigenschaften (2)—(5). Es gibt also eine eineindeutige Zuordnung 
zwischen den Bilinearformen und den Systemen ihrer n?® Koordi- 
naten (&k). 

Ebenso wie die in $ 21 betrachteten Linearformen, können 
auch die Bilinearformen addiert und mit Konstanten aus X multi- 
pliziert werden. Sie bilden einen Vektorraum von der Dimension 
n?. Die Elemente dieses Raumes nennt man auch Tensoren, ge- 
nauer kovariante Tensoren zweiter Stufe. Diese Tensoren bezeichnen 
wir mit t und statt f(x, y) schreiben wir £:xy. Nach (7) ist dann 


t xy = > eaiyk. 


Wer will, mag den Punkt weglassen und txy schreiben. 
Analog kann man Multilinearformen oder kovariante Tensoren 
beliebiger Stufe 


Iz,y,2,..)=t'xy=... 
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betrachten, die sowohl in x als in y,z,.... linear sind. Ihre Koordi- 
naten sind 


tıeı..-= (Pi, Pr, Pı,-..)=t'PiPkPi... 


und man hat 
t-xyz..=[(x,y,2...)= > birı...aeykal... 


Dual dazu bildet man kontravariante Tensoren, d. h. Multilinear- 
formen, deren Argumente Kovektoren u, v, ... sind, z. B. 


t-uvw=g(u,v,w) = I tklayvrun. 


Die kovarianten Tensoren erster Stufe sind genau die Kovektoren, 
und die kontravarianten Tensoren erster Stufe entsprechen ein- 
eindeutig den Vektoren x des Raumes WM: 


tu=ua=) um. 


Dementsprechend nennt man die Kovektoren und Vektoren nach 
EINSTEIN auch kovarıante und kontravarıante Vektoren. 

Schließlich kann man gemischte Tensoren t betrachten. Sie werden 
durch Multilinearformen definiert, deren Argumente Vektoren und 
Kovektoren in beliebiger Anzahl sind, z. B. 


t-ux—=[(u,x) =) Hrurck 


Aulgaben. 1. Ein Tensor 2. Stufe ist dann und nur dann symmetrisch 
inxund y: 
t-ıy=t'yx, 


wenn seine Koordinaten symmetrisch sind: 
ik = iki- 


2. Die gemischten Tensoren zweiter Stufea mit Koordinaten at. sind 
eineindeutig den linearen Transformationen A des Raumes M in sich mit 
Matrixelementen ax zugeordnet. Die Zuordnung ist durch 


a ux=u' Ax 
invariant, d.h. unabhängig vom Koordinatensystem definiert. 


3. Ein kovarianter Tensor g mit Koordinaten g;x definiert eine lineare 
Transformation x — u des Raumes in den dualen Raum M* nach der Formel 


u’z—=g'zx 


oder 
u = > gir ı®. 
Ist die Transformation nicht singulär, so läßt sie sich umkehren: 
ak — Y gklun. 


Das Produkt der Matrices (g;x) und (g®!) ist dann die Einheitsmatrix: 
> gir gel = Öl. 
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$ 25. Antisymmetrische Multilinearformen und Determinanten 


K sei ein kommutativer Körper und M ein n-dimensionaler 
Vektorraum mit Basis pı, ..., Pn über K. 

Eine Bilinearform f(x,y) = > tb;kxiyk heißt alternierend oder 
antısymmetrisch, wenn für alle x und y 


(1) Kay) + fly) =0 
(2) f(x,x)=0 


gilt. Die Eigenschaft (1) ist eine Folge von (2); denn aus (2) folgt 
ty +y)=Ma®)+ fly) + fo) + fyy) = 0 
also wegen (2) 
ay)+iya)=0. 
Wendet man (1) und (2) auf die Basisvektoren an, so folgt 
(3) bie + ini = 0 
(4) Hk=d. 


Umgekehrt folgen (1) und (2) aus (3) und (4). Es genügt, (2) zu 
beweisen. Man hat 


(x, x) = ti xt ck 
ui + I (ie + tm) ak 0. 
i<k 

Eine Multilinearform F(x,y,z,...) heißt antısymmetrisch, wenn 
sie in jedem Paar von Argumenten antisymmetrisch ist. Dazu genügt 
es, daß F(x,...) Null wird, sobald irgend zwei Argumente gleich 
werden. Für die Koordinaten {;;£... heißt das, daß sie Null werden, 
sobald irgend zwei Indices gleich werden und daß sie bei einer Ver- 
tauschung von zwei Indices immer das Vorzeichen wechseln: 


Nun betrachten wir speziell antisymmetrische Multilinearformen 
n-ter Stufe. Ihre Koordinaten t;;... haben n Indices, von denen jeder 
von 1 bis rn läuft. Sind zwei Indices gleich, so ist d;;,.. = 0. Wir 
brauchen also nur die t;;... zu betrachten, deren Indices durch eine 
Permutation aus der Indexfolge 12... n entstehen. Wir setzen 


bı2...n=ı. 


Aus der Indexfolge 12... n kann man jede andere erhalten, in- 
dem man wiederholt zwei Indices transponiert. Durch solche Trans- 
positionen kann man nämlich zuerst den Index 1 an jede gewünschte 
Stelle bringen, dann 2, usw. Bei jeder Transposition wird t;;,.. mit 
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— ] multipliziert. Eine gerade Zahl von Transpositionen (tk) ergibt 
als Produkt eine gerade Permutation, eine ungerade Zahl eine un- 
gerade. Ist also zz die Permutation, die 12... n in :jk... überführt, 
so folgt: 
(9) 


tie... =0; wenn zı gerade, 
je... = — a, wenn z ungerade. 


Wählt man speziell a = 1, so erhält man eine spezielle anti- 
symmetrische Multilinearform 


(6) Dis,y,..)=I tuyiak.... 

Sie ist unter allen antisymmetrischen Multilinearformen dadurch 
ausgezeichnet, daß ihr Wert für die Basisvektoren pı, ..., Pn gleich 
Eins ist: 

(7) D(pı,..-,‚Pn)=1. 


Aus (5) folgt nun, daß jede antisymmetrische Multilinearform 
gleich a D ist: 


(8) F=aD 
oder, weil F(pı,...,Pn) = a ist, 
(9) F(x,y,...)=F(pı;...,Pn) D(x,y;...) 


Damit haben wir den folgenden Hauptsatz: 

Es gibt eine einzige anlisymmetrische Multilinearform D, die für die 
Basisvektoren pı,...,Pn den Wert Eins hat. Jede antisymmetrische 
Multilinearform F entsteht aus D durch Multiplikation mit 


= F(pı,...,Pn)- 


Die Form D(x,y,...) heißt die Determinante der n Vektoren 
x%,Y,... für die Basis Pı:.--,P 

Wählt man für M speziell den ; in 1 19 definierten Modell-Vektor- 
raum, dessen Elemente die Folgen (x!,...., x”) sind, so ist in WM ganz 
von selbst eine Basis 


(10) er = (0,...,1,0,...,0) 


ausgezeichnet. Die Koordinaten eines Vektors (x!,...., 2") in bezug 
auf diese Basis sind gerade x!,..., 2*. Die Determinante D wird 
also eine Funktion von n Folgen, die man als Spalten einer Matrix B 
anordnen kann: 
| xl yi. 

ze Ye... 


(11) B= 


an yr. 
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Diese Funktion D ist nach dem vorigen vollständig festgelegt 
durch drei Eigenschaften: 

1. D ist linear in jeder Spalte der Matrix 5, 

2. D ist Null, wenn zwei Spalten gleich sind, 

3. D ist Eins, wenn man für die Spalten die Basisvektoren (10) 
einsetzt. 


Die übliche Bezeichnung für die Determinante D ist 


dd yl... 
x2 ya... 

(12) D= | =» +taiyek... 
am ym... 


Die wichtigste Eigenschaft der Determinante D ist der Multi- 
plikationssatz. Wir erhalten ihn ohne Mühe, wenn wir auf die Vek- 
toren x, y, ... eine lineare Transformation A anwenden und die Form 


D(Ax,Ay,...) 
bilden. Sie ist wieder multilinear und wird Null, wenn zwei von den 


Vektoren &, y,.... gleich sind. Also können wir den Hauptsatz, d.h. 
die Formel (9) anwenden und finden 


(13) D(Ax, Ay,...) = D(Apı,..., Apn)' D(x,y,...). 


Der Vektor Apx hat die Koordinaten al;, a2x,..... Alsokann man 
(13) auch so schreiben 


Yal;zi Yalıyi oo. 
Da; xt ar; y! en 


alıalae.... ılyl... 
adıa? ... eye... 
(14) 


Das ist der Multiplikationssatz der Determinanten. Wenn man die 
Elemente der Matrix B in bi, umbenennt, kann man den Multi- 
plikationssatz auch so schreiben 

| al;bi, > alybiz ... alıals ... bl, bla ... 
a2, bi, a2; biz 0... a? a?g ... b2, b23 ... 


oder noch kürzer, wenn die Determinante der Matrix A mit Det(A) 
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bezeichnet wird: 
(15) Det(A B) = Det(A) - Det(B). 


Nimmt man speziell für A eine nichtsinguläre Matrix und für B 
die inverse Matrix, so wird die linke Seite von (15) Eins, und man 
erhält 


(16) Det(A)- Det(A-)=1. 


Daraus folgt, daß die Determinante einer nicht singulären Ma- 
trix A nicht Null sein kann. 
Die Formel (13) kann man auch so schreiben: 


D(Ax, Ay,...) = Det(A)-D(x,y,...). 


Multipliziert man beide Seiten mit einem beliebigen Faktor c 
aus K, so erhält man 


cD(Ax, Ay,...) = Det(4)-cD(x,y,...) 


oder 
F(Ax, Ay,...) = Det(A)- F(x,y, ...) 


wobei F eine beliebige alternierende Multilinearform ist. Det(A) ist 
also der Faktor, mit dem man die Form F(x,y,...) multiplizieren 
muß, um F(Ax, Ay, ...) zu erhalten. Daraus folgt, daß Det(A) nur 
von der Transformation A abhängt und nicht von der zur Berech- 
nung der Matrix A benutzten Basis pı, ..., Pn. Wir können also 
ohne Rücksicht auf die Basis von der Determinante Det(A) der 
linearen Transformation A sprechen. Sie ist immer gleich der Deter- 
minante der Matrix A, wie man auch die Basis wählen möge: 


(17) Det(A) = Det(A). 


Aufgaben. 1. Wenn die Spalten einer Matrix linear abhängig sind, so ist 
die Determinante Null. 

2. Die Determinante einer linearen Transformation A ist dann und nur 
dann Null, wenn A singulär ist. 

3. Ein System von n linearen Gleichungen mit n Unbekannten 


ist dann und nur dann für beliebige c? eindeutig lösbar, wenn die Determinante 
der Matrix (a!;) von Null verschieden ist. 


4. Ein System von n linearen homogenen Gleichungen mit n Unbekann- 
ten 


al, ck = 0 


hat genau dann eine von Null verschiedene Lösung, wenn die Determinante 
Null ist. 


Spiegelung. Betrachten wir die Determinante 


la... am 
F= |yly?... y” = +taly:... 
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wobei die Summe rechts so zu bilden ist, daß die Vektoren x, y, .... 
in allen möglichen Weisen permutiert werden. Die Funktion F ist 
alternierend und sie hat für die Basisvektoren eı,..., e„n den Wert 
Eins. Also ist F gleich der Determinante D(x, y, ...). Daraus folgt: 

Die Determinante der gespiegelten Matrix A! ist gleich der Deter- 
minante der Matrıx A: 


(18) Det(A!) = Det(4) . 
Aufgaben. 5. Zu beweisen 
(u’x) (uy)... 
(v2) (vy)...|=D(wv,...)'D(2y,...). 


nn | 


6. Eine alternierende Multilinearform F (x, y,....) in mehr als n Vekto- 
ren x, y,.... ist Null. 

7. Bildet man aus den Skalarprodukten u x, ... von (n +1) Kovekto- 
ren u,v,... mit (rn + 1) Vektoren x&,y,... eine Determinante mit (r +1) 
Reihen und Spalten, so ist diese Null. 


$ 26. Tensorprodukte, Verjüngung und Spur 


$M sei wieder ein n-dimensionaler Vektorraum über einem kom- 
mutativen Körper K. 

Aus zwei Vektoren x und y kann man ein Tensorprodukt x © y 
folgendermaßen bilden. Man nimmt zwei variable Kovektoren u und 
v hinzu, die unabhängig voneinander den dualen Raum M@ durch- 
laufen, und man bildet das Produkt 


[(u,v)=(ux)(v'y). 
Das Produkt ist eine Bilinearform in zw und v und definiert daher 
einen Tensor t: 
(1) t-uv=(u'x)(v‘y). 


Diesen Tensor nennen wir das Tensorprodukt t= x © y. Es ist 
durch (l) invariant definiert. In Koordinaten haben wir 


>tiku; %“= QD U; x) > vr yY*) 
also 
(2) ik — xiyk, 
Wir beweisen nun: 
Jede bilineare Abbildung der Paare (x, y) in einen Vektorraum W 
kann dadurch erhalten werden, daß man aus dem Paar (x, y) zunächst 


das Produkt t=x&y bildet und dann den Raum 3% der Tensoren 
2. Stufe linear ın WR abbildet. 
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Beweis. Eine bilineare Abbildung B mit Werten B(x,y) in % 
kann wie in $24 durch die Formel 


(3) B(x, y) = > sır ai yk 


dargestellt werden, wobei die s;; Vektoren in WR sind. Nun definiert 
man eine lineare Abbildung S von T in X durch 


(4) St=) sırtik. 


Wendet man diese Abbildung speziell auf das Tensorprodukt* 
t=x(&)y an, so erhält man wegen (2) 


S(x«@y) =D sretyk = B(x, y) 
womit alles bewiesen ist. 


Zusatz. Die lineare Abbildung S ist durch die bilineare Abbildung 
B(x,y) eindeutig bestimmt. 

Beweis. Die Produkte von Basisvektoren p; © px bilden eine 
Basis für den Tensorraum 7. Wenn also die Werte S(pı © px) be- 
kannt sind, so ist die lineare Transformation S eindeutig festgelegt. 

Es sei noch bemerkt, daß Satz und Zusatz koordinatenfrei for- 
muliert sind. Nur zum Beweis wurde eine Basis pı ,..., Pn eingeführt. 

Aufgabe. 1. Man formuliere den entsprechenden Satz für multilineare Ab- 
bildungen S(x, y, 2, ...). 

Der eben formulierte Satz gilt selbstverständlich genau so, wenn 
die Vektoren x und y zwei verschiedenen Vektorräumen entnommen 
werden. Nun sei ® der zu M duale Raum. Aus einem Vektor x 
aus M und einem Kovektor u aus D kann man das Tensorprodukt 


t=x Qu 
bilden. Seine Koordinaten sind 
tl. — xt Ur. 


Jetzt betrachten wir die bilineare Abbildung B, die dem Paar x, u 
ihr Skalarprodukt x-u=u:x zuordnet. 


B(x,u)=x-u. 
Nach dem Satz und Zusatz gibt es eine eindeutig bestimmte 
lineare Abbildung des Tensorraumes X in X derart, daß 
(5) S(x«Qu)=x’u. 
Die früheren Formeln (3) und (4) geben uns die Mittel in die 


Hand, St durch die Koordinaten t!; des Tensors t auszudrücken. 
Die Formel (3) lautet in unserem Falle so: 


x u= > tu, 
also muß (4) so lauten: 
(6) St= > 1%. 
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Diese Operation S nennt man die Verjüngung des gemischten 
Tensors t. Der obige Beweis zeigt, daß die Verjüngung eine in- 
variante Operation ist, unabhängig von der Wahl des Koordinaten- 
systems. 

Bildet man aus den Tensorkomponenten {?; eine Matrix 

T= (Hr), 


so ist das Ergebnis der Verjüngung die Summe der Diagonalelemente 
oder die Spur der Matrix 7 


(7) S(T) = It. 

Die Spur der Matrix 7 ist also eine Invariante des Tensors t, 
unabhängig von der Wahl des Koordinatensystems. 

Den Tensoren t mit Koordinaten ff; sind nach $ 24, Aufgabe 2, 


eineindeutig lineare Transformationen T mit Matrixelementen {; zu- 
geordnet. Die Zuordnung ist durch 

t-ux=u-'Tx 
invariant definiert. Also folgt: 

Die Spur S(T) = PL einer Matrix T ist eine Invarıante der 
linearen Transformation T. 

Man kann diesen Satz auch direkt, ohne Benutzung von Tensor- 
produkten beweisen. Aus der Definition der Spur (7) folgt nämlich 
direkt 

S(BA)=S(AB), 
S(CAB)=S(ABC). 


Setzt man hier B= F und C = Fl, wo F eine nicht singnläre 
Matrix ist, so erhält man 


S(F-AF)=S$(A). 
Nun ist F-1 AF nach (22), $23 die Matrix der Transformation A, 


auf eine beliebige neue Basis bezogen. Also ist die Spur S(A) von der 
Wahl der Basis unabhängig. 


Fünftes Kapitel 


Ganzrationale Funktionen 


Inhalt. Einfache Sätze über Polynome in einer und in mehreren 
Veränderlichen, mit Koeffizienten aus einem kommutativen Ring o. 


$ 27. Differentiation 


In diesem Paragraphen sollen die Differentialguotienten ganzer 
rationaler Funktionen ohne Stetigkeitsbetrachtungen für beliebige 
Polynombereiche o[x] definiert werden. 


Differentiation 85 


Es sei f(x) =)a x! ein Polynom in o[x]. Bildet man nun in 
einem Polynom been o[x, A] das Polynom f(e + h) = = )a( a(x + h)! 
und entwickelt es nach Potenzen von Ah, so Kork: 


fc +h)=f(x) +hfıle) + h?fe(x) + --- 


oder 


f@e+h)=f(&) +h- file) (mod h?). 


Der (eindeutig bestimmte) Koeffizient fı (x) der ersten Potenz von h 
heißt die Ableitung von f(x) und wird immer mit f’(x) bezeichnet. 
Man kann f’(x) offenbar auch so erhalten, daß man die Differenz 
(x + h) — f(x) durch den darin ganzrational enthaltenen Faktor h 
dividiert und im so entstandenen Polynom h = 0 setzt. Daraus folgt 
leicht, daß die Definition der Ableitung mit der üblichen Definition 
Jz+h—- f(x) 
h 


des Differentialquotienten als lim ‚falls o etwa der 


h—0 


Körper der reellen Zahlen ist, in Einklang steht. Man bezeichnet 
daher die Ableitung auch mit z oder mit de fl ) oder aber, wenn 


f außer x noch andere Variablen "enthält, mit rn 0X. 
Es gelten die folgenden Rechnungsregeln: 


(1) ({+9)’=f’+g’ (Summenregel). 
(2) (fg =f'g+fg’ (Produktregel). 
Beweis (1): 
fe+h)+g&e+h)= fe) + hf) + ge) + hg’(x) (modh?). 


Beweis (2): 
fa+h)ge+h) = {fio) + hf 0 z) + hg’(e)} 
= fa)g(&) + htf(a)g(@) + Flx)g’(@)} (mod .A2). 

Ebenso beweist man allgemeiner: 

(3) h+e+hm’=htth 

4) (ff...) =Fıfe.. n+thfhfe..m+"+fife:-.-fn- 
Aus (4) folgt weiter 

(5) | (ax) =nazxt. 


Aus (3) und (5) folgt: 


(2 Ak +) — > kaysk. 
Ö Ö 


Durch diese Formel hätte man auch den Differentialquotienten for- 
mal definieren können. 
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Aufgaben. 1. Es sei F(21,...,2m) ein Polynom und F, = OF/dz,. Man 
beweise die Formel 





d m df; 
dr Fe Fed) = Full fm) dx ' 
2. Man leite für homogene Polynome r-ten Grades f(xı, ...,%n) aus der 


Gleichung 
f(hzi, ...,. hxn) = h’f(aı, ...,; Xn) 


die ‚‚Eulersche Differentialgleichung‘“ her: 
of 
»2 Or TI, = rf. 


3. Man gebe eine algebraische Definition für die Ableitung einer gebrochen- 
rationalen Funktion /(x)/g(x) mit Koeffizienten aus einem Körper und beweise 
die bekannten Rechnungsregeln für die Differentiation von Summen, Produk- 
ten und Quotienten. 


$ 28. Nullstellen 


Es sei o ein Integritätsbereich mit Einselement. 

Ein Element « von o heißt Nullstelle oder Wurzel eines Poly- 
noms f(x) aus o[x], wenn f(«) = 0 ist. Es gilt der Satz: 

Ist x eine Nullstelle von f(x), so ist f(x) durch x — « teilbar. 


Beweis. Division von f(x) durch x — x ergibt: 
=) Ko )+r, 
wo r eine Konstante ist. Einsetzung von x = « ergibt: 
0=r, 
mithin ist 
)=a@) (a). 


Sind &ı,..., ax verschiedene Nullstellen von f(x), so ist f(x) durch 
das Produkt (x — aı) ( — a2)... (x — ax) teilbar. 


Beweis. Für k = 1 wurde der Satz eben bewiesen. Ist er für den 
Wert k — 1 bewiesen, so hat man: 


x) = (X — aı)... (2 — &x-ı)9(&). 
Einsetzung von x = xx ergibt: 
0 = (ax — aı)... (&k — ax-ı)9(ar), 
also, da vo keine Nullteiler hat und «x # aı,...,&%£ # ax-ı Ist: 
gar) = 0, 
mithin nach dem vorigen Satz: 


ga)=(r — ar) hir), 
d)= (la)... (2 — ar-1) (2 — oar)h(e), g.e.d. 
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Folgerung. Ein Null verschiedenes Polynom vom Grade n hat in 
einem Integritätsbereich höchsten n Nullstellen. 

Dieser Satz gilt auch in Integritätsbereichen ohne Einselement, 
da man einen solchen ja stets in einen Körper einbetten kann. Er 
gilt aber nicht in Ringen mit Nullteilern; beispielsweise hat im Rest- 
klassenring modulo 16 das Polynom x? die Nullstellen 0, 4, 8, 12, und 
es gibt sogar Ringe, in denen dasselbe Polynom unendlichviele Null- 
stellen hat ($ 11, Aufgabe 3). 

Ist f(x) durch (x — «)*, aber nicht durch (x — «)**+! teilbar, so 
nennt man « eine k-fache Nullstelle (oder k-fache Wurzel) von f(x). 
Es gilt: 

Bine k-fache Nullstelle von f(x) ist eine mindestens (k — 1)-fache 
Nullstelle der Ableitung f(x). 


Beweis. Aus f(x) = (x — o)*g(x) folgt: 
Fix) = kla — ot Igla) + — a)kg’(k); 


mithin ist f(x) durch (x — «)*-1 teilbar. 

Ebenso beweist man: Eine einfache Nullstelle von f(x) ist nicht 
zugleich Nullstelle der Ableitung f(x). 

Wir kommen nun zu einigen Sätzen über die Nullstellen von Poly- 
nomen in mehreren Veränderlichen. 

Ist ein Polynom f(&ı, ...,%n) von Null verschieden und stellt man 
für jede der Unbestimmiten xı, ..., £&n eine unendliche Menge von spe- 
ziellen Werten aus v oder aus einem v0 umfassenden Integritätsbereich 
zur Verfügung, so gibt es daraus mindestens ein Wertsystem &ı = aı, 
...,Xn = &n, für das f(aı,...,&n) #0 ist. 


Beweis. f(Xı, ...,%n) hat als Polynom in x„ (mit Koeffizienten 
aus dem Integritätsbereich o[xı, ..., %n-ı]) höchstens endlichviele 
Nullstellen; also gibt es in der unendlichen Menge der Werte, die 
für x„ zur Verfügung stehen, einen Wert «„, so daß 


(zı1,...,%n-1;&%n) + 0 


ist. Diesen Ausdruck behandle man nun als Polynom in x,-ı; so 
ergibt sich ein Wert «„-ı, für den 


f(z1, T12,...,X4n-2, An-15> &n) + 0. 
ist, usw. 


Folgerung. Nimmt das Polynom f(zı, ..., &n) für alle speziellen 
Werte x; aus einem unendlichen Integritätsbereich den Wert Null an, 
so ıst das Polynom selbst Null. 

Es sei an dieser Stelle daran erinnert, daß in der Algebra das 
Verschwinden eines Polynoms in zı, ..., 2„ das Verschwinden aller 
Koeffizienten bedeutet und nicht definiert ist durch das Verschwinden 
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für alle Werte, die man für xı, ..., &„ einsetzen kann. Der eben auf- 
gestellte Satz ist also keine Tautologie. 


Aufgabe. Man erweitere den letzten Satz auf ein endliches System von 
Polynomen f;(zı, ...,%n), von denen keines Null ist. 


$ 29. Interpolationsformeln 


Wir kehren zu den Polynomen in einer Veränderlichen zurück, 
nehmen aber nunmehr den Koeffizientenbereich als einen Körper an. 
Nach den bewiesenen Sätzen sind zwei Polynome vom Grade <n, 
deren Werte an n-+ 1 Stellen übereinstimmen, einander gleich; denn 
ihre Differenz hat n-+ 1 Nullstellen und ist höchstens vom Grade n. 
Es gibt also höchstens ein Polynom, welches an n-+1 verschiedenen 
Stellen &o, ...,&n vorgegebene Werte f(x;) annimmt. Nun gibt es 
immer ein Polynom vom Grade <n, welches an diesen Stellen die 
vorgegebenen Werte annimmt, nämlich das Polynom 


n 
fa) (2 — 0) ... (2 — i-ı) (2 — ai+1) ... (2 — 0) 
(1) I(@) u (X — a0) ... (ai — &-1) (ii — AiHı)..- (ii — An) 

Es gibt also eın und nur ein Polynom vom Grade <n, welches an 
den n+1 Stellen &; vorgegebene Werte f(x) annimmt, und dieses wird 
durch die Formel (1) gegeben. Die Formel (1) heißt die /nterpolations- 
formel von LAGRANGE. 

Man erhält ein Polynom mit den gewünschten Eigenschaften auch 
durch die Newtonsche Interpolationsformel 


(2) = Arne Tut ae 
+ An (x — &) (2 — a)... (C — &n-ı); 
wo die Koeffizienten Ao, ..., An sukzessiv durch Einsetzung der Werte 
= 0%; :..,% = 0%, bestimmt werden. 
Man richtet die Rechnung am besten folgendermaßen ein: Man 
setze in (2) zuerst x = «ou und erhält 
I(xo) = /0 . 


Subtrahiert man das von (2) und dividiert durch x — &o, so findet 
man 


(3) + le au) ++ Anl2 — a)... (2 — &n-ı). 


Die linke Seite nennen wir f(xo, x). Setzt man in (3) x = oı ein, so 
kommt 
f(xo,&ı) = )1. 
Subtrahiert man das von (3) und dividiert durch x — «ı,, so folgt 


Fa Fe 4 lan) + 4 m@ an)... (ann). 
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Die linke Seite nennen wir f(ao, &ı, 2). Setzt man nun £ = as, SO 
folgt 


I(xo, &ı,&2) = Aa. 


In dieser Weise können wir fortfahren. Wir setzen allgemein 
(Definition durch vollständige Induktion) 


(4)  flao,..-,0,2) = Han, 91, 2) = Kan: 981, 00) 
k 


und finden wie oben 


(xo,-..;,%k-1;,%) 


— Ar + Arıı (© — x) Ace + Anz — &x) ... (8 — &n-ı); 
(5) (xo,...,0x) = Ar: 


Man nennt f(xo, ..., &x) die k-te Steigung oder den k-ten Differenzen- 
quotienten der Funktion f(x) für die Stellen «o, ..., &«. Nach (4) ist 


Faı) — f(xo) 


/(xo» %ı) = on 
(6) /(&0,&1,%&2) = en 


f(xo,...,&n) = en ana 
Die k-te Steigung kann auch definiert werden als der Koeffizient von 
xk in demjenigen Polynom 9x,(x) vom Grade <k, welches an den 
Stellen &o, ..., xx die Werte f(xo), ...,/(xx) annimmt. Dieses Poly- 
nom wird nämlich nach der Newtonschen Interpolationsformel durch 


or) =Ao + Ale — ax) + "+ Arlz — 80)... (X — &x-ı) 


gegeben, und der Koeffizient von x* in diesem Ausdruck ist genau 
Ak = I; :--,%k)- 

Aus der zuletzt gegebenen Definition folgt, daß die k-te Steigung 
von der Numerierung der Stellen «o, ..., «x unabhängig ist. Diese 
Eigenschaft verwendet man beim praktischen Rechnen dadurch, daß 
man, wenn %;.-.,%n etwa als rationale Zahlen in natürlicher 
Reihenfolge gegeben sind, die Differenzenquotienten immer nur für 
aufeinanderfolgende Stellen «, bildet und statt (6) die Formeln 


Far, ...,ax) = Foo, ..., ax-ı) 


(7) [(&0,&1,...,&x) = Xk — % 


benutzt, die aus (6) durch eine Vertauschung der «, entstehen. Man 
kann die Differenzenquotienten dann in ein Schema der folgenden 
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Art anordnen 


/(xo) 
f(x &ı) 

(a1) [(xo, &ı,&e) 
f(aı ’ &2) 

(2) (a1, &2,&3) 
(a2, 3) 


(a3) 


Jede folgende Spalte entsteht nach (7) durch Bildung der ersten 
Differenzenquotienten aus der vorhergehenden Spalte. Man kann das 
Schema nach unten beliebig weit fortsetzen, indem man immer neue 
Stellen heranzieht. Ist f(x) ein Polynom n-ten Grades, so steht in der 
(n + 1)-ten Spalte überall eine Konstante, nämlich der Koeffizient }, 
von x”. In der (n + 2)-ten Spalte würden in diesem Falle lauter 
Nullen stehen. 

Arithmetische Reihen höherer Ordnung. Wir nehmen nun an, daß 
der zugrunde gelegte Körper den Ring der ganzen Zahlen umfaßt und 
daß die Stellen «o, «&ı, a2, ... als aufeinanderfolgende ganze Zahlen, 
etwa gleich 0, 1,2,... gewählt werden. Bildet man dann das obige 
Schema der Differenzenquotienten, so sind die Nenner «x — &o, 
&k+1 — &ı, ... die laut (7) bei der Berechnung der Differenzenquo- 
tienten der (k + 1)-ten Spalte auftreten, alle gleich %. Multipliziert 
man nun die zweite Spalte mit 1, die dritte mit 2, die vierte mit 2 - 3, 
allgemein die (k + 1)-te Spalte mit k!, so erhält man an Stelle des 
Schemas der Steigungen das Schema der Differenzen 


bo 
Abo 
bi A?bo 
(8) Abı 
bo A?b} 
A ba : 


b3 


Dabei haben wir f(a,) = b, gesetzt. Ab, bedeutet b,+1 — b,; A?b, be- 
deutet AAb, = Ab,4ı — Ab,, usw. Sind bo, bı, ... die Werte eines 
Polynoms n-ten Grades, so sind nach dem obigen die n-ten Diffe- 
renzen konstant und die (n + 1)-ten Differenzen sind Null. Das 
Polynom selbst wird durch die Formel (2) mit 


Akbo 
(9) ik — u 


gegeben. Von diesen Tatsachen gilt nun auch die Umkehrung: 
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Sind die (n + 1)-ten Differenzen der Folge bo, bı, ba, .... Null, so 
sind bo, bı,... die Werte eines Polynoms n-ten Grades f(x), welches 
durch die Formeln (2) und (9) gegeben wird. 

Bildet man nämlich mit den Werten des Polynoms f(x) das Diffe- 
renzschema und vergleicht es mit dem vorgegebenen Schema (8), so 
stimmen jedenfalls die Anfangselemente bo, Abo, A?bo, ..., A”bo der 
Spalten überein, während die (n + 1)-te Spalte beide Male lauter 
Nullen enthält. Daraus folgt nun der Reihe nach, daß die Elemente 
der n-ten Spalte, der (n — 1)-ten Spalte, ..., schließlich der ersten 
Spalte in beiden Schemata übereinstimmen. 

Die eben durchgeführte Überlegung zeigt gleichzeitig, in welcher 
Weise man, mit der letzten Spalte beginnend, alle Elemente des 
Schemas (8) berechnen kann, wenn die Anfangselemente Akbo = k!}x 
(k=0,1,...,n) der Spalten gegeben sind. Das folgende Beispiel 
(n = 3, ag = 0, Aao = 1, A?ag = 6, A3ay = 6) möge die Rechnung 
erläutern 


0 /o=0 
1 
1 6 /1 — 1 
7 6 
8 12 a=$=3 
19 6 
27 18 =$-l 
37 6 
64 24 
61 
125 


(&) = Ao+ Az + dere — 1) + Ask - 1)(® — 2) 
= r+3rx(2e - 1) + re - 1))(e —2)=r°. 


Versteht man unter einer arithmetischen Reihe nullter Ordnung 
eine Folge von lauter gleichen Zahlen b,b,b,... und unter einer 
arithmetischen Reihe n-ter Ordnung eine solche Zahlenfolge, deren 
Differenzenfolge eine arithmetische Reihe (n — 1)-ter Ordnung dar- 
stellt, so ist klar, daß die erste Spalte des Schemas (8) eine arithmeti- 
sche Reihe n-ter Ordnung bildet, falls die (n + 2)-te Spalte aus lauter 
Nullen besteht. Wir können demnach das oben Bewiesene auch so 
formulieren: 


Die Werte eines Polynoms f(x) vom Grade n an den Stellen 0, 1, 2, 
3,... bilden eine arithmetische Reihe n-ter Ordnung, und jede ariıth- 
metische Reihe n-ter Ordnung besteht aus den Werten eines Polynoms 
höchstens n-ten Grades an jenen Stellen. Das Polynom f(x) selbst wird 
aus (2) und (9) gefunden. Das allgemeine Glied b, einer arithmetischen 
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Reihe n-ter Ordnung wird demnach durch die Formel 


b:= f(x) 
=bb+( 


gegeben. 

Das Differenzenschema (8) findet praktisch Anwendung bei der 
Interpolation und Integration von Funktionen, die durch numerische 
(etwa empirisch gewonnene) Tabellen gegeben sind. Sind bo, bı, ba, .... 
die Werte einer Funktion (x) für äquidistante Argumentwerte «o, 
&o+ h, 0 + 2h,..., so zeigt die Praxis, daß bei regelmäßig ver- 
laufenden Funktionen und bei nicht allzu großer Intervallänge %h die 
zweiten, dritten, vierten oder schlimmstenfalls die fünften Differen- 
zen praktisch Null werden, also die Funktion sich in einigen un- 
mittelbar aufeinanderfolgenden Intervallen fast genau wie ein Poly- 
nom von höchstens viertem Grad verhält. Für die Zwecke der 
numerischen Interpolation oder Integration kann man daher die 
Funktion durch ein Polynom ersetzen, welches an 2 bis 5 aufeinander- 
folgenden Stellen die durch die Tabellen gegebenen Werte annimmt. 
Die Interpolation geschieht mittels der Formel (2); dabei kommt man 
fast immer mit den ersten und zweiten Differenzen, also mit linearen 
oder quadratischen Polynomen aus. Bei der Umrechnung von Diffe- 
renzen Aka, in Differenzenquotienten treten außer den Faktoren k! 
noch Potenzen der Intervallänge A auf; an Stelle von (9) hat man 
demnach die Formel 


em 221)... &@—n-+]) 








Akao 


I, = kihk 


zu benutzen. 

Sind die Argumentwerte «0, aı, ... nicht mehr äquidistant, so hat 
man statt der Differenzen A*a, von vornherein die Differenzen- 
quotienten (7) zu bilden. Für weitere Einzelheiten der Rechnung so- 
wie für Fehlerabschätzungen usw. verweisen wir auf die einschlägige 
Lehrbuchliteratur!. 

m-—1 


Aufgaben. 1. Die Teilsummen s„, = 2 a, einer arithmetischen Reihe r-ter 


= (0 
Ordnung (wobei sog = 0 gesetzt wird) bilden eine arithmetische Reihe (n + 1)-ter 
Ordnung. Daraus ist die Summenformel 


m = mao+(} ) Aao + + („7% 1)4”a0 


herzuleiten. m-1l m-1 m- 
2. Man gebe Formeln für die Summen I», v2, 
v=0 0 „=0 


yz 


1 Siehe etwa G. KowALewsKı: Interpolation und genäherte Quadratur. 
Leipzig 1930. 


Faktorzerlegung 93 


$ 30. Faktorzerlegung 


Wir haben in $ 18 schon gesehen, daß für den Polynombereich 
K[x], wo K ein kommutativer Körper ist, der Satz von der eindeuti- 
gen Zerlegung in Primfaktoren gilt. Wir werden jetzt den folgenden 
allgemeineren Haupisatz beweisen: 

Ist © ein Integritätsbereich mit Einselement und gilt in.© der Satz 
von der eindeutigen Primfaktorzerlegung, so gilt dieser Satz auch im 
Polynombereich S$[«]. 

Der hier darzustellende Beweis geht auf GaAuss zurück. 


Es sei f(x) = > a;xt ein von Null verschiedenes Polynom aus S[r]. 


Der größte gemeinsame Teiler d von ao, ..., an in © (vgl. $ 18, Auf- 
gabe 7) heißt der Inhalt von f(x). Klammert man d aus, so kommt 


fe)=d'g(z), 


wo 9(x) den Inhalt 1 hat. g(x) und d sind bis auf Einheitsfaktoren 
eindeutig bestimmt. Polynome vom Inhalt 1 heißen EZinheitsformen 
oder primitive Polynome (in bezug auf ©). 


Hilfssatz 1. Das Produkt zweier Einheitsformen ist wieder eine 
Einheitsform. 


Beweis. Es seien 
IK)=mHtaxrt'" 


und 


9a)=bu +bır + 


Einheitsformen. Gesetzt, die Koeffizienten von f(x) -g(x) hätten 
einen gemeinsamen Teiler d, der keine Einheit wäre. - p ein Prim- 
faktor von d, so muß p in allen Koeffizienten von f(x) g(x) aufgehen. 
Es sei a, der erste nicht durch p teilbare an von f(x) und 
entsprechend db, der von g(@). 

Der Koeffizient von x7+® in f(x) g(x) sieht so aus: 


Ar b; + dr+1 bs-ı + (Ar+2 bs 4 ... 
+ a-ıbs+1 + o-2ds+42 +" 


Die Summe soll durch 7 teilbar sein. Alle Glieder außer dem ersten 
sind durch p teilbar. Also muß a,b, durch 7 teilbar, also a, oder b, 
durch 7 teilbar sein, entgegen der Voraussetzung. 

Es seinun 2 der Quotientenkörper von © ($ 13). Dann ist in &[x] 
jedes Polynom eindeutig zerlegbar ($ 18). Um nun von der Zerlegung 
in 2’ [x] zu einer Zerlegung in S[x] zu gelangen, benutzen wir folgende 
Tatsache: Jedes Polynom (x) von &[x] kann man in der Gestalt 


a. (F(x) in S[x], b in ©) schreiben, wo b etwa das Produkt der 
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Nenner der Koeffizienten von (x) ist. Sodann kann man F(x) als 
Produkt ‚‚Inhalt mal Einheitsform‘“ schreiben: 


Fax) =a-f(e), 
(1) =. 


Wir behaupten nun: 


Hilfssatz 2. Die in (1) auftretende Einheitsform f(x) ist eindeutig 
bis auf Einheiten aus © durch o(x) bestimmt. Umgekehrt ist p (x) nach 
(1) eindeutig bis auf Einheiten aus [x] durch f(x) bestimmt. Läßt man 
in dieser Weise jedem o (x) aus Z [x] eine Einheitsform f(x) entsprechen, 
so entspricht dem Produkt zweier Polynome @(x) (x) bis auf Ein- 
heiten das Produkt der zugehörigen Einheitsformen (und umgekehrt). 
Ist p(x) unzerlegbar in 2 [x], so ist f(x) unzerlegbar in S[x] (und um- 
gekehrt). 

Beweis. Es seien zwei verschiedene Darstellungen eines o(x) 
gegeben: 


v)= = ZIR). 


Dann folgt: 
(2) adf(«)=cbg(«). 
Der Inhalt der linken Seite ist ad, der der rechten Seite cd; also muß 


ad=ecb 


sein, wo e eine Einheit aus © ist. Setzt man das in (2) ein und kürzt 


durch cb, so folgt 
ef(2) = g(@). 


/(&) und g(x) unterscheiden sich also nur um eine Einheit aus ©. 
Für das Produkt zweier Polynome 


PR) = HR), 


erhält man sofort: 
MORTOE EI FIGF 


und nach Hilfssatz 1 ist f(x) g(x) wieder eine Einheitsform. Dem 
Produkt o(x) : y(x) entspricht also das Produkt f(x) -g(x). 

Ist schließlich »(x) unzerlegbar, so ist es auch f(x); denn eine 
Zerlegung f(x) = g(x) h(x) würde sofort eine Zerlegung 


= ZI) = 9@) hie) 


nach sich ziehen. Das Umgekehrte folgt ebenso. 
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Damit ist Hilfssatz 2 bewiesen. 

Vermöge des Hilfssatzes 2 überträgt sich nun die eindeutige Fak- 
torzerlegung der Polynome (x) unmittelbar auf die zugehörigen 
Einheitsformen. Also: Einheitsformen lassen sich bis auf Einheiten 
eindeutig in Primfaktoren, die wieder Einheitsformen sind, zerlegen. 

Nun wenden wir uns der Faktorzerlegung beliebiger Polynome in 
S[x] zu. Unzerlegbare Polynome sind notwendig entweder unzerleg- 
bare Konstanten oder unzerlegbare Einheitsformen; denn jedes an- 
dere Polynom ist zerlegbar in Inhalt mal Einheitsform. Um also ein 
Polynom f(x) zu zerlegen, muß man zuerst f(x) in Inhalt mal Ein- 
heitsform aufspalten und dann diese beiden Bestandteile getrennt in 
Primfaktoren zerlegen. Das erstere ist bis auf Einheiten eindeutig 
möglich nach der Voraussetzung des Hauptsatzes, das zweite eben- 
falls nach dem eben Bewiesenen. Damit ist der Hauptsatz bewiesen. 

Als wichtiges Nebenresultat des Beweises ergibt sich: 


Ist ein Polynom F(x) aus S[x] zerlegbar in Z[x], so ist es schon 
in S[x] zerlegbar. 


Denn vermöge F(x) = d - f(x) entspricht dem Polynom F(x) eine 
Einheitsform f(x), und nach Hilfssatz 2 zieht eine Produktzerlegung 
von F(x) in 2[x] eine solche von f(x) in S[x] nach sich; mit f(x) ist 
aber F'(x) zerlegbar. 

Beispielsweise ist ein jedes Polynom mit ganzen rationalen Koeffi- 
zienten, das sich rationalzahlig zerlegen läßt, schon ganzzahlig zer- 
legbar. Also: Wenn ein ganzzahliges Polynom ganzzahlig unzerlegbar 
ist, so ıst es auch rationalzahlig unzerlegbar. 

Durch vollständige Induktion erhält man aus dem Hauptsatz das 
weitergehende Ergebnis: 


Ist S ein Integritätsbereich mit Einselement und gilt in © der Satz 
von der eindeutigen Faktorzerlegung, so gilt dieser Satz auch im Poly- 
nombereich S[xı, ..., £n]. 


Daraus folgt unter anderem die eindeutige Faktorzerlegung für 
die ganzzahligen Polynome (von beliebig vielen Variablen), für die 
Polynome mit Koeffizienten aus einem Körper usw. 

Der Begriff ‚‚primitives Polynom‘, oben in den Gaußschen Hilfs- 
sätzen eingeführt, wird insbesondere dann verwendet, wenn es sich 
um Polynombereiche in mehreren Variablen handelt. Ist K ein Kör- 
per, so heißt ein Polynom f aus K[rı, ..., &n] primitiv in bezug auf 
X, ...,%n-ı, wenn es primitiv in bezug auf den Integritätsbereich 
Klxı,...,&%n-ı] ist, d.h. keinen nichtkonstanten Teiler hat, der nur 
von 271, ..., £n-ı abhängt. 


Aufgaben. 1. Einheiten in ©[x] sind nur die Einheiten von ©. 


2. Man beweise, daß in einer Faktorzerlegung eines homogenen Polynoms 
nur homogene Faktoren auftreten können. 
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3. Man beweise, daß die Determinante 
zi1 -.. Xın 
A= 
Zml ... Kun 
im Polynombereich ©[zı1, ..-., £nn] unzerlegbar ist. (Man zeichne eine Un- 
bestimmte, etwa xıı, aus und zeige, daß A primitiv in bezug auf die übrigen 
, Man gebe eine Regel an, die es erlaubt, von jedem ganzzahligen Poly- 


nom zu entscheiden, ob es einen Faktor ersten Grades hat. 
5. Man beweise die Unzerlegbarkeit des Polynoms 


x— a2 +1 
im ganzzahligen Polynombereich der Unbestimmten x. Ist das Polynom im 


rationalzahligen Polynombereich zerlegbar ? Ist es zerlegbar über dem Ring 
der ganzen Gaußschen Zahlen ? 


$ 31. Irreduzibilitätskriterien 


Es sei © ein Integritätsbereich mit Einselement, in dem die eindeutige 
Zerlegbarkeit gilt, und es sei 


fe) =WoH+taır + +anar 


ein Polynom aus ©S[x]. Der folgende Satz gibt in vielen Fällen Auskunft über 
die Irreduzibilität von f(x). 


Eisensteinscher Satz. Wenn es ein Primelement p in © gibt, so daß 
An E0(p), 
a4 =0(p) füralleı<n, 
ao # 0(p?) 
ist, so ist f(x) irreduzibel in S[x] bis auf konstante Faktoren ; mit anderen Worten 
es ist f(x) irreduzibel in Z [x], wo & den Quotientenkörper von © bedeutet. 
Beweis. Wäre f(x) zerlegbar: 


Ja) = ge) hie), 
9(2) = bear, 


8 
h(x)=) 02, 
0 
r>0, s>0, r+s=n, 


so hätte man 
a=bsco und ao=0l(p). 


Daraus folgt, daß entweder bo = O(p) oderco = O(p) ist. Es sei etwa bo = O(p). 
Dann ist co # 0(p), weil sonst ao = bo co = 0(p?) wäre. 

Nicht alle Koeffizienten von g (x) sind durch p teilbar; denn sonst wäre das 
Produkt f(x) = g(x) - h(x) durch p teilbar, also alle Koeffizienten, insbesondere 
@n durch » teilbar, entgegen der Voraussetzung. Es sei also b; der erste Koeffi- 
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zient von g(x), der nicht durch 9 teilbar ist (O <: sr <n). Es ist 
a4; —=bicoo + bi-ıcı + "+ doci, 


a; =0(p), 
bi-ı = O(p), 
bo = 0(p), 
also 
bico = 0(p), 
co # 0(p); 
b; = 0(p), 


entgegen der Voraussetzung. 
Also ist f(x) bis auf konstante Faktoren irreduzibel. 


Beispiel 1. 2” — p(p prim) ist im ganzzahligen (und somit auch im rational- 
zahligen) Polynombereich irreduzibel. Also ist Yp(m > 1, p prim) stets ir- 
rational. 


Beispiel 2. f(x) = xpP"1 + xP72 + --- +1 ist, wenn p Primzahl ist, die 
linke Seite einer „Kreisteilungsgleichung‘“. Wir fragen wieder nach ganzzahliger 
(oder, was auf dasselbe hinauskommt, rationalzahliger) Irreduzibilität. Das 
Eisensteinsche Kriterium ist nicht direkt anwendbar; aber man kann folgender- 
maßen schließen. Wäre f(x) reduzibel, so wäre f(x + 1) es auch. Nun ist 


P\gp-1+... p 
ern nn Met ak ile 


— xp ı (F)ar2+ ... +(„2 ı)- 


Alle Koeffizienten außer dem von xz?-1 sind durch p teilbar; denn in der 
Formel für die Binomialkoeffizienten 


(?)=- »r(P —-D..(P—-i+D) 
ı i! 
ist für © < p der Zähler durch p teilbar, der Nenner aber nicht. Außerdem ist 
das konstante Glied p ? ı) —= p nicht durch 7»? teilbar. Also ist f(e + 1) 
irreduzibel, also f(x) irreduzibel. 

Beispiel 8. Dieselbe Transformation führt auch für f(x) = x? + 1 zur Ent- 


scheidung, da 
f«+)=r?+2r+2 
ist. 


Aufgaben. 1. Man zeige die Irrationalität von YpıPpa ...Prs WO Pils «+. Pr 
verschiedene Primzahlen sind und m > 1 ist. 
2. Man zeige die Irreduzibilität von 


x22+y2—1 


in P([x, y], wo Pirgend ein Körper ist, in welchem +1 = — 1 ist. 
3. Man zeige die Irreduzibilität der Polynome 


+1; z2#8+2®°+1, 


im ganzzahligen Polynombereich. 
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Im Grunde beruht der Eisensteinsche Satz darauf, daß man die Gleichung 
a) = gl) hie) 
in eine Kongruenz nach p° verwandelt: 
fa) = gl) hie), 


und diese ad absurdum führt. In sehr vielen anderen Fällen ist es ebenfalls 
möglich, Irreduzibilitätsbeweise dadurch zu führen, daß man die Gleichungen 
in Kongruenzen modulo irgendeiner Größe g des Bereichs © verwandelt und 
untersucht, ob das vorgelegte Polynom f(x) modulo g zerfällt. Ist insbesondere 
© der Bereich der ganzen Zahlen Z, so gibt es im Restklassenbereich nach q 
nur endlichviele Polynome von gegebenem Grad; also hat man modulo g 
immer nur endlichviele Möglichkeiten der Zerfällung von f(x) zu untersuchen. 
Stellt es sich heraus, daß f(x) modulo g irreduzibel ist, so war f(x) auch in 
Z[x] irreduzibel, und auch im anderen Fall kann man unter Umständen 
Schlüsse aus der gefundenen Zerlegung mod g ziehen, wobei man sich im Falle 
q = Primzahl auf den Satz von der eindeutigen Primfaktorzerlegung der 
Polynome mod g ($ 18, Aufgabe 3) stützen kann. 


Beispiel 4. © = Z; f(x) = x? — x? + 1. Wenn f(x) mod 2 zerlegbar ist, so 
muß einer der Faktoren linear oder quadratisch sein. Nun gibt es mod 2 bloß 
zwei lineare Polynome: 

x,c-+l, 


und bloß ein irreduzibles quadratisches Polynom: 
x? +-x-+1. 


Ausführung der Division lehrt, daß x? — x? + 1 durch alle diese Polynome nicht 
teilbar ist (mod 2). Man sieht das auch direkt aus 


> — ?+1=22(.a? - )+l1= le +l)(® + +-D)-+1. 
Also ist f(x) irreduzibel. 


$ 32. Die Durchführung der Faktorzerlegung in endlichvielen 
Schritten 


Wir haben zwar die theoretische Möglichkeit eingesehen, bei gegebenem 
Körper & jedes Polynom aus Z’[zı, ..., 2n] in Primfaktoren zu zerlegen, und 
in einigen Fällen auch die Mittel aufgezeigt, die Zerlegung wirklich anzugeben 
bzw. die Unmöglichkeit einer Zerlegung darzutun; aber eine allgemeine Me- 
thode, die Zerlegung in jedem Fall in endlichvielen Schritten durchzuführen, 
besitzen wir noch nicht. Eine solche Methode wollen wir wenigstens für den 
Fall, daß & der Körper der rationalen Zahlen ist, angeben. 

Man kann nach $ 30 jedes rationalzahlige Polynom ganzzahlig voraussetzen 
und seine Zerlegung im ganzzahligen Polynombereich vornehmen. Im Ring Z 
der ganzen Zahlen selbst ist jede Primfaktorzerlegung offenbar durch endliches 
Ausprobieren durchführbar; außerdem gibt es dort nur endlichviele Einheiten 
(+ 1 und — ]), also nur endlichviele mögliche Zerlegungen. Auch im Polynom- 
bereich Z[xı,..., 2n] gibt es nur die Einheiten +1, — 1. Durch vollständige 
Induktion nach der Variablenzahl n wird nun alles auf das folgende Problem 
zurückgeführt: 

In © sei jede Faktorzerlegung in endlichvielen Schritten ausführbar,; außer- 
dem gebe es in © nur endlichviele Einheiten. Gesucht wird eine Methode, jedes 
Polynom aus ©[x] in Primfaktoren zu zerlegen. 
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Die Lösung ist von KRONECKER gegeben worden. 

Es sei f(x) ein Polynom n-ten Grades in ©[x]. Wenn f(x) zerlegbar ist, so 
hat einer der Faktoren einen Grad <= n/2; ist also s die größte ganze Zahl <n/2, 
dann haben wir zu untersuchen, ob f(x) einen Faktor g(x) vom Grade <s hat. 

Wir bilden die Funktionswerte f(ao), f(aı), ..., f{as) an s + 1 beliebig ge- 
wählten ganzzahligen Stellen ao, aı, ..., as. Soll nun f(x) durch g(x) teilbar 
sein, so muß f(ao) durch g(ao), f(aı) durch 9(aı) usw. teilbar sein. Da aber 
jedes f(a;) in © nur endlichviele Teiler besitzt, so kommen für jedes g(a;) nur 
endlichviele Möglichkeiten in Betracht, die man nach Voraussetzung alle auf- 
zufinden imstande ist. Zu jeder möglichen Kombination von Werten g(ao), 
g(aı),...,9(as) gibt es nach den Sätzen von $29 genau ein Polynom g(x), 
welches man jeweils explizite aufstellen kann. Damit hat man endlichviele 
Polynome g(x) gefunden, die als Teiler in Betracht kommen. Von jedem dieser 
Polynome g(x) kann man nun durch den Divisionsalgorithmus feststellen, ob 
es wirklich ein Teiler von f(x) ist. Ist keines der möglichen g (x), abgesehen von 
den Einheiten, Teiler von f(x), so ist f(x) unzerlegbar; im anderen Fall hat 
man eine Zerlegung gefunden und kann auf die beiden Faktoren dasselbe 
Verfahren anwenden, usw. 

Im ganzzahligen Fall (S = Z) kann man das Verfahren oft ganz erheblich 
abkürzen. Zunächst läßt sich durch Zeriegung des gegebenen Polynoms mo- 
dulo 2 und eventuell noch modulo 3 eine Übersicht darüber gewinnen, welche 
Gradzahlen die möglichen Faktorpolynome g(x) haben können und welchen 
Restklassen die Koeffizienten modulo 2 und 3 angehören. Das schränkt die 
Anzahl der möglichen g(x) schon erheblich ein. Sodann kann man bei An- 
wendung der Newtonschen Interpolationsformel beachten, daß der letzte Ko- 
effizient A, ein Teiler des höchsten Koeffizienten von f(x) sein muß, was wieder 
eine Einschränkung der Möglichkeiten bedeutet. Schließlich benutzt man oft 
mit Vorteil mehr als s + 1 Stellen a;. Man verwendet dann zur Bestimmung 
der möglichen g(a;) diejenigen f(a;), welche am wenigsten Primfaktoren ent- 
halten; die übrigen Stellen können nachher benutzt werden um die Anzahl, 
der Möglichkeiten noch weiter einzuschränken, indem man für jedes errech- 
nete g(x) erst prüft, ob es an den noch nicht berücksichtigten Stellen a; Werte 
annimmt, die Teiler des jeweiligen f(a;) sind. 


Aufgaben. 1. Man zerlege 
Jı)=-?+"+22+x+2 
in Zi]. 
2. Man zerlege 
fe y)=-2—-y’— 2? +2(y+2)+y(ce +2) +22(c+y) — 2x7y2 


in Z[x, y, z). 
$ 33. Symmetrische Funktionen 


Es sei vo ein Ring mit Einselement. 

Ein Polynom aus o[zı, ...., £„n], das bei jeder beliebigen Permu- 
tation der Unbestimmten zxı,...,%„ in sich übergeht, heißt eine 
(ganze rationale) symmetrische Funktion der Variablen zı,..., &n- 


n 
Beispiele: Summe, Produkt, Potenzsumme s, = > x. 
Setzt man mit einer neuen Unbestimmten z ’=1 


— zN _ o12r1-+ 092Nn-2 — ..o. nu. (— 1)? o,; 


100 Ganzrationale Funktionen 


so sind die Koeffizienten der Potenzen von 2: 


071 =%ıtrr%2+'"+%n: 
02 =X%%2 4 X%73 ++ %X2X%3 4°" 4 In-1%n; 
03 = X172X%3 4 2172 X%a 4°" + In-2In-1%n» 


On I%1ı%2...In; 


offenbar symmetrische Funktionen, weil die linke Seite von (1) und 
somit auch die rechte bei allen Permutationen der x; ungeändert 
bleibt. Man nennt oı, ..., On die elementarsymmetrischen Funktionen 
von X%1,...,Xn- 

Jedes Polynom o(oı,..., cn) ergibt, wenn man die o durch 
ihre Ausdrücke in den x ersetzt, eine symmetrische Funktion der 
X%1,...,%n. Und zwar ergibt ein Glied co#:... o#r von o(cı,..., On) 
ein homogenes Polynom in den x; vom Grade uı +2u2a + "+ nun; 
da jedes o; ein homogenes Polynom :-ten Grades ist. Wir nennen die 
Summe uı +2u2a-+ "+ nun das Geuscht des Gliedes co: ... o“r und 
verstehen unter dem Gewicht eines Polynoms o(c1,...,0n) das 
höchste Gewicht, das unter seinen Gliedern vorkommt. Polynome 
%(01,..., 0n) vom Gewicht k ergeben demnach symmetrische Poly- 
nome der x; vom Grade <k. 

Der sog. Hauptsatz über die symmetrischen Funktionen besagt nun: 

Jede ganze rationale symmetrische Funktion aus v[Xı, ..., &n] läßt 
sich als Polynom $(cı, ..., On) schreiben. 


Beweis. Man ordne das gegebene symmetrische Polynom ‚,‚lexiko- 
graphisch“ (wie im Lexikon), d.h. so, daß ein Glied x: ... x%r einem 
anderen xfı ... x?» vorangeht, wenn die erste nichtverschwindende 
Differenz &; — P; positiv ist. Mit einem Glied ax... 2% kommen 
auch alle Glieder vor, deren Exponenten eine Permutation der &; 
bilden; diese werden nicht alle geschrieben, sondern man schreibt 
a > x ...x%r, indem man nur das lexikographisch früheste Glied 
der Summe wirklich anschreibt. Für dieses gilt cı 202 >" 2 &n- 

Der Grad des vorgelegten symmetrischen Polynoms sei k, das 
lexikographische Anfangsglied sei ax“ ...x%.. Nun bilde man ein 
Produkt von elementarsymmetrischen Funktionen, welches (aus- 
multipliziert und lexikographisch geordnet) dasselbe Anfangsglied 
az?ı,... x%* besitzt. Dieses ist leicht zu finden, nämlich: 


aaa ge-as gan, 
Dieses Produkt subtrahiert man vom gegebenen Polynom, ordnet 
wieder lexikographisch, sucht das Anfangsglied usw. 
Das Verfahren kommt sicher einmal zu einem Ende. Das ab- 
gezogene Produkt hat nämlich das Gewicht 
%ı —- a +22 — 203 +33 — "— (n— Dan + ron 
=utet+st+ "tank, 
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also hat es, als Polynom in den x geschrieben, einen Grad <k. Der 
Grad der vorgelegten symmetrischen Funktion wird also durch die 
Subtraktion nicht erhöht. Bei gegebenem Grad % sind aber nur end- 
lichviele Potenzprodukte x%: ... x** möglich. Da nun bei jeder Sub- 
traktion ein solches Potenzprodukt verschwindet und nur lexiko- 
graphisch spätere übrigbleiben, muß das Verfahren nach endlich 
vielen Schritten dadurch abbrechen, daß nichts mehr übrig bleibt. 

Dieser Beweis gibt zugleich ein Mittel, eine vorgelegte symmetri- 
‚sche Funktion wirklich rechnerisch durch die o; auszudrücken. Hat 
die vorgelegte Funktion den Grad k, so wird der gefundene Ausdruck 
®(01,...,0n) das Gewicht k haben. 

Aus dem Beweis folgt noch : Homogene symmetrische Funktionen 
vom Grade k können durch ‚‚isobare‘‘ Ausdrücke in den o; dargestellt 
werden, dh. durch solche, deren Glieder alle dasselbe Gewicht k 
haben. 

Wir wollen jetzt zeigen, daß eine symmetrische Funktion sich nur 
auf eine Art durch coı,...,0„n ganzrational ausdrücken läßt; ge- 
nauer: 

Sind 91 (Yı, -.-, Yn) und pa(Yyı, ..., Yn) zwei Polynome in den Un- 
bestimmten yı,...,Yn und ist 


Yılyı, ..-,Yn) # Yalyı, ---»Yn); 
s9 ıst 
yı(oı, ..., On) + o2(01, ..., On)- 
Bildet man die Differenz gı — 92 = 9, so sieht man, daß es ge- 
nügt, zu beweisen: Aus o(Yyı, ..., Yn) #0 folgt @(oı,...., on) #0. 
Beweis. Jedes Glied in o(yı,....,%n) kann in der Form 
Ay Tan yganan yon 


geschrieben werden. Unter allen Systemen (cı,&2,...,&n), die zu 
Koeffizienten a #0 gehören, gibt es ein lexikographisch frühestes. 
Ersetzt man die y; durch die o; und drückt diese durch die x; aus, so 
erhält man als lexikographisch frühestes Glied in o(cı, ..., On) 


arıı...aor. 
Dieses Glied kann sich nicht wegheben, also in der Tat 
9(01,...,0n) #0. 


Damit ist bewiesen: 

Jedes symmetrische Polynom aus v[xı, ..., &n] läßt sich auf eine 
und nur eine Art als Polynom in 01, ..., On schreiben; das Gewicht 
dieses Polynoms ist gleich dem Grad des gegebenen Polynoms. 

Alle ganzrationalen Relationen zwischen symmetrischen Funk- 
tionen bleiben bestehen, wenn die x; nicht Unbestimmte sind, sondern 
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Größen aus o, etwa die Wurzeln eines in o[z] vollständig zerfallenden 
Polynoms f(z). Aus dem Bewiesenen ergibt sich also, daß jede sym- 
metrische Funktion der Wurzeln von f(z) sich durch die Koeffizien- 
ten von f(z) ausdrücken läßt. 


Aufgaben. 1. Man drücke für beliebige n die „‚Potenzsummen“ Yxı, Ixt, 
>.x? durch die elementarsymmetrischen Funktionen aus. 
2. Es sei >x$ = s.. Man beweise die Formeln 


Se — 8-1 0148-202 —"+(- N)erlsı _1ı +—- Nee, =0fürosn 
Se — 8-01 +'"+(—- Dr s-nmn=0 für o>n 
und drücke mit ihrer Hilfe die Potenzsummen sı, s2, 83, 84, 85 durch die 
elementarsymmetrischen Funktionen aus. 


Eine wichtige symmetrische Funktion ist das Quadrat des Diffe- 
renzenprodukts: 
D=]]|«: — Ix)®. 


i<k 
Der Ausdruck von D als Polynom in 
| a1=—0, A2=02,...,d4n = (— 1)? on 
heißt die Diskriminante des Polynoms 
fe) =28 Harz 2. Lay: 


das Verschwinden der Diskriminante für spezielle aı,...,a„ gibt 
an, daß f(z) einen mehrfachen Linearfaktor enthält. 

Setzt man das Polynom f(2) allgemeiner mit einem beliebigen 
Anfangskoeffizienten ag an: 


f@) = ae +azmi tan 


so wird 


a aa 
1=--, Rn=-—,.,m=(—]) 


9 n In 
a0” ao a0’ 


Als Diskriminante von f(z) bezeichnet man in diesem Fall das mit 
a02”°-2 multiplizierte Differenzprodukt: 
D= a [| (4 — xx)® . 
i<k 

In $35 werden wir sehen, daß Dein Polynom in ao, aı, ..., Qn ist. 

Durch Anwendung der oben erklärten allgemeinen Methode findet 
man für die Diskriminanten 
von X? +aız + as: 

D=a? — 4ayas, 


von 92°? +aı2? +aox + as: 


D = ala3 — 4apna3 — 4afaz — 27ada2 + 18apaıa2az. 
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Aufgabe. 3. Die Diskriminante bleibt bei der Ersetzung aller x; durch 
x; + h invariant. Daraus ist die Differentialbedingung 


oD oD 
nao + (n — Ya, ++ 0r-1 a,” 0 
abzuleiten. 


$ 34. Die Resultante zweier Polynome 


Es sei K ein beliebiger Körper und es seien 


(x) = aox" +aıa"l +" +4, 
9(x) = box” + bam I + dm 


zwei Polynome in K[r]. Wir suchen eine notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, daß die beiden Polynome einen nichtkonstanten 
gemeinsamen Faktor @(x) besitzen. 

Wir schließen von vornherein die Möglichkeit nicht aus, daß 
ao = 0 oder bo = 0 ausfällt, daß also der Grad von f(x) in Wirklich- 
keit kleiner als n oder der Grad von g (x) kleiner als m ist. Wenn das 
Polynom f(x) in der angegebenen Gestalt hingeschrieben wird, an- 
fangend mit einem (eventuell verschwindenden) Gliede a0x”, so nen- 
nen wir n den formalen Grad des Polynoms und ao den formalen 
Anfangskoeffizienten. Wir nehmen vorläufig an, daß mindestens einer 
der beiden Anfangskoeffizienten ao, bo nicht verschwindet. 

Unter dieser Annahme zeigen wir nun zunächst: f(x) und g(«) 
haben dann und nur dann einen nichtkonstanten gemeinsamen Tei- 
ler »(x), wenn eine Gleichung der Gestalt 


(1) h(&) (x) = kla)g(®) 


besteht, wo h(x) höchstens vom Grade m — 1, k(x) höchstens vom 
Grade n — 1 ist und nicht beide Polynome Ah, k identisch verschwin- 
den. 

Ist nämlich (1) erfüllt und zerlegt man die beiden Seiten der 
Gleichung (1) in Primfaktoren, so muß links und rechts dasselbe 
herauskommen. Wir können annehmen, daß etwa f(x) wirklich den 
Grad n hat (ao + 0); andernfalls brauchen wir nur die Rollen von f(x) 
und 9(z) zu vertauschen. Alle Primfaktoren von f(x) müssen auch 
in der rechten Seite von (1) gleich oft wie in f(x) aufgehen. In k (x) 
allein können nicht alle so oft vorkommen; denn k(x) hat höchstens 
den Grad n — 1. Also kommt ein Primfaktor von f(x) auch in g (x) 
vor, was wir beweisen wollten. 

Ist umgekehrt o(x) ein nichtkonstanter gemeinsamer Faktor von 
f(x) und g(x), so hat man nur zu setzen 


fia)=pla)kkk), 
= pl@)hR), 
und die Gleichung (1) ist erfüllt. 
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Um nun die Gleichung (1) weiter zu untersuchen, setzen wir 


h(z) = cox 1 + cm? ++ Cm-1; 
k(2) = doatl + dar? + + da-ı. 


Auswertung der Gleichung (1) und Vergleichung der Koeffizienten 
der Potenzen artm-1, gntm-2, ,..,x, 1 links und rechts ergibt das 
folgende lineare Gleichungssystem für die Koeffizienten c; und d;: 


CoQo — dobo, 
coaı + Cı@9 = dobı + dıbo, 
(2) coa2 + cıaı 4 czao = doba + dıbı + daebo, 
Cm-394n + Cm-14n-1 = An-2 dm + dn-ıbm-ı y 
Cm-1An = dn-ıÖbm- 


Das sind n + m homogene lineare Gleichungen für die n + m Größen 
G,d;. Von diesen Größen wird verlangt, daß sie nicht sämtlich ver- 
schwinden. Die Bedingung dafür ist, daß die Determinante Null 
wird. Um Minuszeichen in der Determinante zu vermeiden, kann 
man, nachdem man die rechten Seiten von (2) nach links gebracht 
hat, die Größen c; und —d, als Unbekannte auffassen. Vertauscht 
man dann noch Zeilen und Spalten der Determinante (Spiegelung 
an der Hauptdiagonale), so nimmt sie die Gestalt 


a0aı .o An 
AgAı...An 


L a0a1 An 
(3) R=| pobı...bm 
bobi...dm 

bodbı... dm 


an. (Überall, wo nichts hingeschrieben ist, sind Nullen zu denken.) 

Die angeschriebene Determinante nennt man die Resultante der 
Polynome f(x), g(x). Zu bemerken ist, daß sie homogen vom Grade m 
in den a; und homogen vom Grade n in den b; ist; weiter, daß sie das 
„Hauptglied‘ ab}, (Hauptdiagonale) enthält, und schließlich, daß 
sie nicht nur dann Null wird, wenn die Polynome f, g einen gemein- 
samen Faktor haben, sondern auch dann, wenn (entgegen der zu 
Anfang gemachten Voraussetzung) ao = bo = 0 ist. 

Fassen wir zusammen: 

Die Resultante zweier Polynome f(x), g(x) ist eine ganze rationale 
Form in den Koeffizienten von der Gestalt (3). Wird die Resultante Null, 
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so haben die Polynome f,g entweder einen gemeinsamen nichtkonstanten 
Faktor oder in beiden verschwindet der Anfangskoeffizient, und um- 
gekehrt. 

Die hier befolgte Eliminationsmethode stammt von EULER; die 
Gestalt (3) der Resultante wird meist nach SYLVESTER benannt. 

Der Ausnahmefall ag = bo = 0 in der Formulierung des Satzes 
läßt sich vermeiden, indem man von zwei homogenen Formen in 
zwei Variablen statt von zwei Polynomen in einer Variablen ausgeht: 


Fix) =a2r +aRaf !x + "+0, 
(x) = bot +b1 af I ++ bmrY. 


Die ursprünglichen Polynome f, 9 und die Zahlen m, n bestimmen die 
Formen F, G eindeutig, und umgekehrt. Jeder Faktorzerlegung vonf: 


f(x) = a02X" +aı 2"! ++ an 
= (pox ++ Pr) (92° ++ 9); 


entspricht eine Zerlegung von F': 


F (x) = +'"+an%% 
= Pit tor) t tm); 


und entsprechendes gilt für g und @. Daher entspricht jedem gemein- 
samen Faktor von f und g ein gemeinsamer Faktor von F und @. 
Umgekehrt ergibt jede Zerlegung von F oder @, indem man xı =, 
xg = 1 setzt, sofort eine Zerlegung von f bzw. g, und jeder gemeinsame 
Faktor von F und @ einen gemeinsamen Faktor von f und g; aber es 
kann sein, daß jener gemeinsame Faktor von F und @ eine reine 
Potenz von xa und der entsprechende gemeinsame Faktor von fundg 
daher eine Konstante ist. Dieser Fall, in dem F und @ beide durch xa 
teilbar sind, ist aber gerade der Fall ao = bo = 0, und so vereinigen 
sich die beiden im obigen Satz formulierten Fälle zu einer einzigen 
Aussage: Wenn die Resultante Null wird, so haben F und @ einen 
nichtkonstanten, homogenen gemeinsamen Faktor, und umgekehrt. 
Wir wollen eine wichtige Identität herleiten. Die Koeffizienten 
Gy, b, der Polynome f(x), g(x) seien jetzt Unbestimmte. Wir bilden 


zm-1lf(x) —@ zan+m-—l + a zan+m-2 + ... + An zm-1l 
xm=-2 f(x) — a0 zan+m-2 + ... — An ım-2 


= az" +" An 
xcn-lg(x) — boartm-1 ı buatmtm-2 4... 4 by zn-l 
— bo gn+m-2 + ... — Dan zın-2 


. 6 re 8 8 8 [RR rer rer rer re rer re 5 oe 
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Die Determinante dieses Gleichungssystems ist genau R. Eliminiert 
man rechts x?+m-1, ,.., x, indem man mit den Unterdeterminanten 
der letzten Spalte multipliziert und addiert, so erhält man eine 
Identität der Gestalt! 


(4) Af+Bg=R 


in der A und B ganzzahlige Polynome in den Unbestimmten a,, 
b,, x sind. 
Aufgaben. 1. Man gebe ein Determinantenkriterium dafür, daß f(x) und 


g9(x) einen Faktor von mindestens dem Grade %k gemein haben. 
2. Für zwei Polynome zweiten Grades ist 


4R= (2aoba _ aıbı En m 2aabo)® — (4anasa — aı) (4boba — bi). 


$ 35. Die Resultante als symmetrische Funktion der Wurzeln 


Wir nehmen nun an, daß die beiden Polynome f(x) und g (x) voll- 
ständig in Linearfaktoren zerfallen: 


(x) = a(X — Xı) (Ct — 2x2)... (C — %n) 
g(2) = bol® — Yı) (® — Y2)... (© — Ym). 


Die Koeffizienten a, von f(x) sind dann Produkte von ag mit den 
elementarsymmetrischen Funktionen der Wurzeln zı, ..., &n; ebenso 
sind die 5, Produkte von do mit den symmetrischen Funktionen der 
Yr. Die Resultante R ist homogen vom Grade min den a, und homo- 
gen vom Grade n in den b,; also wird R gleich afb5 mal einer sym- 
metrischen Funktion der x; und der %x. 

Die Wurzeln x; und %x seien nun zunächst Unbestimmte. Das 
Polynom £R verschwindet für x; = yr, da in diesem Fall die Polynome 
f(x) und g(x) einen Linearfaktor gemeinsam haben. Daher ist R 
durch x; — yxr teilbar ($28). Da die Linearformen x; — yx unter- 
einander teilerfremd sind, muß R durch das Produkt 


(1) S=ay slille X — Yk) 


teilbar sein. Dieses Produkt kann man nun in zweierlei Weisen um- 
formen. Erstens folgt aus 


x) = bo| |(« — Yk) 
k 
durch die Substitution x = x; und Produktbildung 


Is (u) = 59 LI] Te — Yk); 


1 Für die Formen F und @ lautet die entsprechende Relation: 
AF+ B@ed=aüım-1R. 
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mithin 


(2) —=49 "ls (2). 


Zweitens folgt aus 
f)=a]| |e -)=(- ro] | 2) 


in derselben Weise 


(3) 8 = (— 1jrmb, life (Yr)- 


Aus (2) sieht man, daß S ganz und homogen vom Grade n in den b 
ist, und aus (3), daß S ganz und homogen vom Grade m in den a ist. 
R hat aber dieselben Gradzahlen und ist durch $ teilbar; also muß 
R mit S bis auf einen ganzen Zahlenfaktor übereinstimmen. Der Ver- 
gieich derjenigen Glieder, die die höchste Potenz von b„ enthalten, 
ergibt sowohl in R wie in S ein Glied + aß b4, ; daher hat der Zahlen- 
faktor den Wert 1 und es ist 


R=S. 


Damit sind für R die drei Darstellungen (1), (2), (3) gefunden. Nach 
dem Eindeutigkeitssatz von $ 33 gilt (2) identisch in den b, und (3) 
identisch in den a,; d.h. (2) gilt auch dann, wenn g(x&) nicht in 
Linearfaktoren zerfällt, und (3) gilt auch dann, wenn f(x) nicht in 
Linearfaktoren zerfällt. 

Hieraus ergibt sich leicht auch die Unzerlegbarkeit der Resultante 
als Polynom in den Unbestimmten ao, ..., dm, und zwar nicht nur 
die Unzerlegbarkeit im ganzzahligen Polynombereich, sondern auch 
die absolute Irreduzibilktät, d.h. die Unzerlegbarkeit im Polynom- 
bereich derselben Unbestimmten mit einem beliebigen Körper als 
Koeffizientenbereich. Wäre nämlich R zerlegbar in zwei Faktoren 
A, B, so könnte man wieder A und B als symmetrische Funktionen 
der Wurzeln schreiben. Da R durch xı — yı teilbar ist, so muß A 
oder B, etwa A, es auch sein. Als symmetrische Funktion muß dann 
aber A auch durch alle anderen x; — yx, also durch ihr Produkt 


BIN — %k) 
= ay bu] || I: — yx) 


bleibt für den anderen Faktor B nur die Möglichkeit B = ahb}. Aber 
R ist als Polynom in den a und b weder durch ao noch durch do teil- 
bar; also bleibt nur B = 1 übrig. Damit ist die Irreduzibilität von R 
bewiesen. 


teilbar sein. ee 


Ein anderer Beweis findet sich bei F. S. MacauLay: Algebraic Theory of 
Modular Systems. $ 3. Cambridge 1916. 
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Es besteht eine interessante Beziehung zwischen der Resultante 
zweier Polynome und der Diskriminante eines Polynoms. Bildet man 
nämlich aus dem Polynom 
fiz) =aoXt +aı 21 +." +an = — a) (C — 22)... (CE — %n) 
und seiner Ableitung f’(x) die Resultante R(f, f'), so ist nach (2) 


(4) REM=Üat] If). 
Nach der Regel für Produktdifferentiation ist aber 


f(&) = 2,00 (® — 21)... (8 — 9-1) (& — 41)... (& — &n) 
f(x) = a0 (m — 21)... (8 — 8-1) (m — ur)... (&ı — In). 
Setzt man das in (4) ein, so erhält man 
R(bf)= ai] | — ze) 
i=k 
oder, wenn D die Diskriminante von f(x) bezeichnet, 
(5) RAM=LwmD. 


Schreibt man R(f, f') als Determinante nach $ 34, so kann man 
aus der ersten Spalte den Faktor au herausheben; somit ist D ein 
Polynom in ao, ...,@n.. (5) gilt natürlich wieder identisch in ao, ...,Qn, 
unabhängig davon, ob f(x) wirklich in Linearfaktoren zerfällt. 

Aufgaben. 1. Die Resultante von f und g ist in den Koeffizienten a und b 


zusammen isobar vom Gewichte mn (vgl. $ 33). 
2. Wenn yı, ..., %n-ı die Nullstellen von f’(x) sind, so ist 


D= nray !ll f(yr). 
k 
3. Dann und nur dann verschwindet die Diskriminante D, wenn f(x) und 
f'(«) einen Faktor gemeinsam haben. Ist das der Fall, so kommt in der Prim- 


faktorzerlegung von f(x) entweder ein mehrfacher Faktor vor, oder ein solcher 
Faktor, dessen Ableitung identisch verschwindet. 


$ 36. Partialbruchzerlegung der rationalen Funktionen 


Die Partialbruchzerlegung der rationalen Funktionen hat ihren 
Ursprung in dem folgenden Satz über ganze rationale Funktionen: 
Sind g(x) und h(x) zwei teilerfremde Polynome über einem Körper K, 
ıst a der Grad von g(x), b der von h(x) und ist f(x) ein beliebiges Poly- 
nom, dessen Grad kleiner als a + b ist, so gilt eine Identität 


(1) f&)=r(a)g(2) + s(e)h(e), 
in der r(x) einen Grad <b und s(x) einen Grad < a hat. 


Beweis. Nach Voraussetzung ist der größte gemeinsame Teiler von 
g9(x) und h(x) gleich Eins; daher gilt eine Identität 


=c(&)gkae) +dle)h(e). 
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Multipliziert man diese mit f(x), so erhält man 
(2) 2) = fa) cl) ge) + Fa@)aka) hi). 


Um den Grad von f(x) c(x) aufeinen Wert <bzu bringen, dividieren 
wir dieses Polynom durch h(x): 


(3) fa) ca) =gal@)h&) +rl@), 


wobei der Grad von r (x) kleiner als der von Ah (x) also kleiner als b ist. 
Setzt man (3) in (2) ein, so folgt 


fix) =r(x) g(@) + {fla) Ale) + la) ga) ha) =r(R)g(&) + s(x) h(e). 


Dabei haben die linke Seite und das erste Glied rechts einen Grad 
<a-b, also hat auch das letzte Glied rechts einen Grad <a-+b, 
somit ist der Grad von s(x) kleiner als a. Damit ist der obige Satz 
bewiesen. 
Dividiert man die Identität (1) auf beiden Seiten durch 9 (x) kh (x). 
J&) 


so erhält man die Zerlegung des Bruches --—-——— in zwei Partial- 


g(z)h(z) 
f() r(e) , sS@) 


g(e)h(a) Aa) ' ga) 


Auf der linken Seite ist der Grad des Zählers nach Voraussetzung 
kleiner als der des Nenners. Bei den beiden Partialbrüchen rechts ist 
das gleiche der Fall. Falls in einem dieser Brüche der Nenner sich 
weiter in zwei teilerfremde Faktoren zerlegen läßt, so kann man die- 
sen Bruch wieder in zwei Partialbrüche zerlegen. So kann man fort- 
fahren, bis die Nenner Potenzen von Primpolynomen geworden sind. 
Auf diese Weise ergibt sich der Satz von der Partialbruchzerlegung in 
der folgenden Fassung: 

Jeder Bruch f(x)/k(x), dessen Zähler einen kleineren Grad hat als 
der Nenner, ıst als Summe von Partialbrüchen darstellbar, deren 
Nenner diejenigen Potenzen von Primpolynomen sind, in welche der 
Nenner k(x) zerfällt. 

Die so erhaltenen Partialbrüche r(x)/gq(2) mit dem Nenner 
q(x2) = p(x)! lassen sich nun noch weiter aufspalten. Hat nämlich das 
Primpolynom p(x) den Grad /, also q(x) den Grad lt, so kann man 
den Zähler r (x), dessen Grad </!t ist, zunächst durch p(x)!-1 divi- 
dieren mit einem Rest vom Grade </!(t — 1), dann diesen Rest durch 
»(x)!-2 dividieren mit einem Rest von einem Grad </(t — 2) usw. 


r (x) = sı (2) pa)! + rı(a) 
rı(&) = sa(x) p(x)? + r2(x) 
rı2(@) = s-1l@) pe) + rı-ı(e) 

rt-1(8) = st). 


brüche 
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Dabei haben die Quotienten sı, ..., s; alle einen Grad </. Aus allen 
diesen Gleichungen zusammen folgt 


r(&) = sı(2) px)" + salz) pl)? ++ sı-ı (2) P(X) + sı(&) 








4 re _ su) s2(2) st-ı(2) , Sel®) 

“ Par pa) " pa? rot pe)! r p(x)t' 

So ergibt sich die zweite Fassung des Satzes von der Partialbruch- 
zerlegung. 


Jeder Bruch f(x)/k(x), dessen Zähler einen kleineren Grad hat als 
der Nenner und dessen Nenner die Primfaktorzerlegung 


k(x) = pı(z)ı pa (X)fa ... Pr (&)'n 


hat, ist Summe von Partialbrüchen, deren Nenner Potenzen p,(x)"r 
sind (iv = t,) und deren Zähler einen kleineren Grad als das jeweils 
ım Nenner vorkommende Primpolynom p,(x) haben. 

Sind insbesondere die Primfaktoren p,(x) alle linear, so sind die 
Zähler der Partialbrüche Konstante. In diesem wichtigen Spezialfall 
läßt sich die Partialbruchzerlegung nach einem sehr einfachen Ver- 
fahren herstellen, indem man immer einen Partialbruch mit höchst- 
möglichem Nennerexponenten abspaltet und dadurch den Grad des 
Nenners immer erniedrigt. Schreibt man nämlich den Nenner in der 
Gestalt k(x) = (x — a)! g(x), wo g(x) den Faktor x — a nicht mehr 
enthält, so hat man 


Se f(&) b fa) dgl) 





(5) N a) Get aaa 
)  (w-algia) (wa) ' (w—ajig(e) ’ 

wobei die Konstante b immer so bestimmt werden kann, daß der 
Zähler des zweiten Bruches für x = a Null wird und folglich durch 
x — a teilbar ist: 

f(a) — bg(a) = 0 

fa) -b-sa)=(k—-a)fık). 
In dem zweiten Bruch in (5) kann man jetzt den Faktor x — a kürzen 


und dann mit diesem Bruch in der gleichen Weise verfahren bis zur 
vollständigen Zerlegung in Partialbrüche. 


Sechstes Kapitel 
Körpertheorie 


Ziel dieses Kapitels ist, über die Struktur der kommutativen 
Körper, über ihre einfachsten Unterkörper und Erweiterungskörper 
eine erste Übersicht zu gewinnen. Indessen gelten einige der folgen- 
den Untersuchungen auch für Schiefkörper. 
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$ 37. Unterkörper. Primkörper 
2 sei ein Schiefkörper. 


Wenn eine Untermenge A von 2 wieder ein Schiefkörper ist, so 
heißt sie Unterkörper von &. Dazu ist notwendig und hinreichend, 
daß A erstens ein Unterring ist (d.h. mit a und b auch a — b und 
a-b enthält), zweitens das Einselement und zu jedem «a #0 auch 
das Inverse a-! enthält. Statt dessen kann man auch verlangen, daß 
A ein von Null verschiedenes Element und mit a und b auch a — b 
und ab-1 enthält. 

Klar ist: 

Der Durchschnitt beliebig vieler Unterkörper von & ist wieder ein 
Unterkörper von 2. 

Ein Primkörper ıst ein Schiefkörper, der keinen echten Unter- 
körper enthält. Wir werden nachher sehen, daß alle Primkörper 
kommutativ sind. 

In jedem Schiefkörper 2 gibt es einen und nur einen Primkörper. 


Beweis. Der Durchschnitt aller Unterkörper von 2 ist ein Schief- 
körper, der offenbar keinen echten Unterkörper mehr hat. 

Giäbe es zwei verschiedene Primkörper, so wäre ihr Durchschnitt 
wieder Unterkörper von beiden, also mit beiden identisch; die beiden 
wären also doch nicht verschieden. 

Typen von Primkörpern. II sei der in 2 enthaltene Primkörper. 
Er enthält die Null und die Einheit e, also auch alle ganzzahligen 
Vielfachen n-e= + !e. 

Die Addition und Multiplikation dieser Elemente ne geschieht 
nach den Regeln: 

ne-me=(n-+m)e, 
ne-me=nm’e=nm*e. 


Die ganzzahligen Vielfachen ne bilden also einen kommutativen Ring B. 
Weiter ist durch n — ne eine homomorphe Abbildung des Ringes Z 
der ganzen Zahlen auf den Ring % gegeben. Nach dem Homomorphie- 
satz ($ 15) ist daher B isomorph einem Restklassenring Z/p, wo p 
das Ideal derjenigen ganzen Zahlen r ist, denen die Null zugeordnet 
wird, also für die ne = 0 gilt. 

Da % keine Nullteiler hat, kann Z/p auch keine haben; also 
muß p ein Primideal sein. Weiter kann p nicht das Einheitsideal 
sein; denn sonst wäre schon 1-e = (0. Es gibt also zwei Möglich- 
keiten: 

l. p = (p), wo p eine Primzahl ist. p ist dann die kleinste posi- 
tive Zahl mit der Eigenschaft pe = 0. Es folgt 


?=Z/(D. 
Z|(p) ist ein Körper; also ist auch der Ring B ein Körper, stellt somit 
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den gesuchten Primkörper dar. In diesem Fall ist also der Prim- 
körper II isomorph dem Restklassenring nach einer Primzahl im Ring 
der ganzen Zahlen: mit den Elementen n - e wird gerechnet wie mit den 
Restklassen der Zahlen n mod p. 

2. p= (0). Die Homomorphie Z—>% wird eine Isomorphie. 
Die Vielfachen ne sind in diesem Falle alle verschieden: aus ne = 0 
folgt n = 0. In diesem Falle ist der Ring ® noch kein Körper; denn 
der Ring der ganzen Zahlen ist keiner. Der Primkörper // muß nicht 
nur die Elemente von ®B, sondern auch deren Quotienten enthalten. 
Nun wissen wir aus $ 13, daß die isomorphen Integritätsbereiche ®, 
Z auch isomorphe Quotientenkörper haben müssen, mithin ist in 
diesem Falle der Primkörper II ısomorph dem Körper Q der rationalen 
Zahlen. 

Demnach ist allgemein die Struktur des in 2 enthaltenen Prim- 
körpers völlig bestimmt durch Angabe der Zahl » oder 0, welche das 
Ideal p erzeugt. (p besteht, wie gesagt, aus den Zahlen n mit der 
Eigenschaft ne = 0.) Die Zahl p bzw. 0 heißt die Charakteristik des 
Schiefkörpers 2’ oder des Primkörpers /I. 

Alle gewöhnlichen Zahl- und Funktionenkörper, welche den Kör- 
per der rationalen Zahlen umfassen, haben die Charakteristik Null. 

Die Definition der Charakteristik führt sofort zu folgendem Satz: 

Es ser a #0 ein Element von &, und k sei die Charakteristik von 2. 
Dann folgt aus na = ma steis n = m(k) und umgekehrt. 


Beweis. Multipliziert man die Gleichung na = ma mit al, so folgt 
ne = me und daraus nach Definition der Charakteristik n = m(k). 
Der Schluß ist umkehrbar. 

Ebenso beweist man, daß ausna =nbundn = O(k) folgta = b. 

Eine wichtige Rechnungsregel sei noch hergeleitet: 

In kommutativen Körpern der Charakteristik p ist 


(a + b)p = ap + br, 
(a —b)P =aPr —bP, 


Beweis. Es gilt der Binomialsatz ($ 11, Aufgabe 5): 
(+ br =ar + (Far ıd +... +(,? | jabe-ı + br. 


Nun ist aber für O<:<p: 


_PP—-N)..(pP-i+D)_ 
(2) - 1-2...; =0P); 


weil der Zähler den Faktor p enthält, der sich nicht wegkürzen kann. 
Also bleiben nur die Glieder a? und 5? stehen: 


(a -+b)P=ar+bP, 
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Setzt man hier a +b=(c, so kommt 


c=(c—b)P +bP, 
((—b)P =cP —bP, 


womit beide Behauptungen bewiesen sind. 
Aufgaben. 1. Man beweise für Charakteristik p durch Induktion nach f: 


(a + b)p’ = ap’ + br?, 
(a — b)p' = ap! — br’, 


2. Ebenso: 
aata+"+mnP=adatat "ta. 


3. Man wende Aufgabe 2 auf eine Summe 1 +1-+ "+ 1 modulo » an. 
4. Man beweise für Charakteristik p: 


—1 
(a — b)p-1 B5) asbp-1j, 
j=0 


$ 38. Adjunktion 


Ist A ein Unterkörper eines Körpers 2, so heißt 2 ein Erweite- 
rungskörper oder Oberkörper von A. Unser Ziel ist, eine Übersicht 
über alle möglichen Erweiterungen eines vorgegebenen Körpers / zu 
erhalten. Damit würde zugleich eine Übersicht über alle überhaupt 
möglichen Körper gewonnen sein, da ja jeder Körper als Erweiterung 
des darin enthaltenen Primkörpers aufgefaßt werden kann. 

Zunächst sei Q ein vorgelegter Erweiterungskörper von A, und 
© sei eine beliebige Menge von Elementen aus (2. Es gibt Körper, 
die A und © umfassen; denn 2 ist ein solcher. Der Durchschnitt 
aller Körper, die A und S umfassen, ist selbst ein Körper, der A 
und © umfaßt, und wird mit A(S) bezeichnet. Er ist der kleinste 
Körper, der A und © umfaßt. Wir sagen, daß A(€) aus A durch 
Adjunktion (und zwar Körperadjunktion) der Menge © hervorgeht. 
Es ist 

ASAKC)ELN, 


und die beiden Extremfälle sind: A(S) = 4A, A($) = 2. 

Zu A(&) gehören alle Elemente von A und alle von &, also auch 
alle die Elemente, die durch Addition, Subtraktion, Multiplikation 
und Division aus Elementen von A und S hervorgehen. Diese Ele- 
mente zusammen bilden aber schon einen Körper, der folglich mit 
A(&) identisch sein muß. Mithin: A(©) besteht aus allen rationalen 
Verbindungen der Elemente von S mit denen von A. Im kommutativen 
Fall lassen sich diese Verbindungen einfach schreiben als Quotienten 
ganzer rationaler Funktionen der Elemente von © mit Koeffizienten 
aus A. 
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Ist © eine endliche Menge: © = {uı, ..., un}, so schreibt man 
für A(S) auch A(uı,...., un). Man spricht dann auch von Adjunk- 
tion der Elemente uı,..., un zu A. Die runden Klammern bedeuten 
demnach immer Körperadjunktion, während eckige Klammern, z.B. 
Alx], die Ringadjunktion (Bildung aller ganzen rationalen Verbin- 
dungen) bezeichnen. 

In dem rationalen Ausdruck eines Elements von A(&) durch Ele- 
mente von A und von 5 kommen auf jeden Fall nur endlichviele 
Elemente von © vor. Jedes Element des Körpers A(€&) liegt also 
schon in einem Körper A(T), wo T eine endliche Untermenge von & 
ist. Demnach ist A(&) die Vereinigungsmenge aller Körper A(T), wo 
ZT jeweils eine endliche Untermenge von © ist. Die Adjunktion einer 
beliebigen Menge ist damit zurückgeführt auf Adjunktionen endlicher 
Mengen und Bildung einer Vereinigungsmenge. 

Ist & die Vereinigungsmenge von ©ı und £sa, so ist offenbar 


A(&) = AlCı)(E2). 


Denn A(S$ı) (S3) umfaßt A(Cı) und ©&s, folglich A, €&ı und &s, 
folglich A und &, also A(£), und umgekehrt umfaßt A(S) sicher 
A, &ı und &, also A(€ı) und &s, also A(€ı) (Sa). 

Die Adjunktion einer endlichen Menge ist demnach zurückführ- 
bar auf endlichviele sukzessive Adjunktionen eines einzigen Ele- 
ments. Erweiterungen durch Adjunktion eines einzigen Elements 
nennt man einfache Körpererweiterungen. Solche wollen wir im näch- 
sten Paragraphen studieren. 


$ 39. Einfache Körpererweiterungen 


Alle in diesem Paragraphen zu betrachtenden Körper sollen kom- 
mutativ sein. Es sei wieder AC Q, und # sei ein beliebiges Element 
von (9; wir untersuchen den einfachen Erweiterungskörper A (9). 

Dieser Körper umfaßt zunächst den Ring © aller Polynome 
>.ax 9% (a, e A). Wir vergleichen © mit dem Polynombereich A[x] 
einer Unbestimmten x. 

Durch die Abbildung f(x) —f(®), genauer: 


(Ok ak — Uk ok 
2 2 


ist A[x] homomorph auf © abgebildet!. Nach dem Homomorphie- 
satz ist also © isomorph einem Restklassenring: 


SzAle]/p, 


1 Im nichtkommutativen Fall ist dies falsch, weil die Variable x immer als 
mit dem Koeffizienten cz; vertauschbar angenommen wurde, die Größe ® es 
aber nicht zu sein braucht. Nur wenn speziell 9 mit allen Elementen von A 
vertauschbar ist, gelten alle Betrachtungen dieses Paragraphen. 
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wo hp das Ideal derjenigen Polynome f(x) ist, welche die Nullstelle # 
besitzen, d.h. für welche f(d) = 0 ist. 

Da © keine Nullteiler hat, so muß auch A[x]/p nullteilerfrei, mit- 
hin das Ideal p prim sein. Weiter kann p nicht das Einheitsideal 
sein, da dem Einselement e bei der Homomorphie nicht die Null, 
sondern e selbst zugeordnet wird. Da in A[x] jedes Ideal Hauptideal 
ist, so bleiben nur zwei Möglichkeiten: 

1. p = (p(x)), wo o(x) ein in A[x] unzerlegbares Polynom ist!, 
$ (x) ist ein Polynom niedrigsten Grades mit der Eigenschaft 9 (d)=0. 


Es folgt: | 
S=zAle]/(pR)). 


Der Restklassenring rechts ist ein Körper ($ 16); also ist auch der 
Ring © ein Körper. Demnach ist © der gesuchte einfache Erweite- 
rungskörper A (9). 

2. p = (0). Der Homomorphismus A [x] -> © wird zu einem Iso- 
morphismus. Es gibt außer der Null kein Polynom f(x) mit der Eigen- 
schaft f(®) = 0, und mit den Ausdrücken f(®) wird gerechnet, als 
ob ® eine Unbestimmte x wäre. Der Ring S = A[z] ist in diesem 
Fall noch kein Körper; aber aus der Isomorphie dieser Ringe folgt 
die Isomorphie ihrer Quotientenkörper: Der Körper A(®), Quotienten- 
körper von ©, ıst isomorph dem Körper der rationalen Funktionen 
einer Unbestimmien x. 

Im ersten Fall, wo # einer algebraischen Gleichung 9(d) = 0 
in A genügt, heißt 9 algebraisch in bezug auf A und der Körper A (9) 
eine einfache algebraische Erweiterung von A; im zweiten Fall, wo 
aus f(®) = 0 folgt f(x) = 0, heißt 9 transzendent in bezug auf A und 
der Körper A(®) eine einfache transzendente Erweiterung von A. Mit 
einer Transzendenten wird nach dem Obigen gerechnet wie mit einer 
Unbestimmten; es ist A(®) > A(x). Im algebraischen Fall dagegen 
gilt nach dem Obigen: 


ARM) =S5=Ale]/PR), 


wo (x) das (unzerlegbare) Polynom niedrigsten Grades mit der Null- 
stelle # ist. 

Aus der letzten Relation ergeben sich im algebraischen Fall 
folgende Tatsachen: 

a) Jede rationale Funktion von ® ist auch als Polynom I ar ®% 
zu schreiben. (Denn © war definiert als die Gesamtheit dieser Poly- 
nome.) 

b) Mit diesen Polynomen wird gerechnet wie mit Restklassen 
modulo @(x) im Polynombereich A[x]. 


1 Für „Unzerlegbar in A[x]‘“ sagt man gelegentlich auch: ‚Unzerlegbar 
im Körper A“. Besser wäre vielleicht: „‚Unzerlegbar über dem Körper 4.“ 
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c) Eine Gleichung 
I) =0 


läßt sich in eine Kongruenz 
(2) = 0(p(x)) 


verwandeln und umgekehrt. 
d) Da jedes Polynom f(x) modulo @(x) auf ein Polynom vom 


Grade <n reduzierbar ist, wo n der Grad von o(«) ist, so lassen sich 
n—-i 


alle Größen von A(®) in der Gestalt 8 = > ax®% schreiben. 
k=0 


e) Da ® keiner Gleichung von niedrigerem als n-tem Grade ge- 
nügt, so ist die Darstellung 


n—1 
B= Dar dk 
k=0 


der Elemente von A(d) eindeutig. 

Die irreduzible Gleichung @ (x) = 0, deren Lösung oder Wurzel 9 
ist, heißt die definierende Gleichung des Körpers A(®). Der Grad des 
Polynoms o(x) heißt der Grad der algebraischen Größe 9 in bezug 
auf A. 

Der Grad ist gleich 1, wenn d eine Lösung einer linearen Gleichung 
in A ist, also selbst dem Körper A angehört. Man kann dann o(x) 
— x — ®D wählen. Der obige Satz c) ergibt somit von neuem die 
schon früher bewiesene Tatsache: 

Jedes Polynom f(x) mit der Nullstelle 9 ist durch x — DB teilbar. 


Aufgaben. 1. Man beweise für den Fall einer einfachen algebraischen Er- 
weiterung die Irreduzibilität des Minimalpolynoms (x) sowie die Tatsachen 
a) bis e) direkt, d. h. ohne Benutzung des Homomorphiesatzes und der Körper- 
eigenschaft von A[zx]/(p(x)). [Reihenfolge der Behauptungen: Irreduzibilität, 
c), b), a), d), e). Bei a) benutze man c).] 

2. Man zeige weiter, daß p(x) bis auf konstante Faktoren das einzige in 
Alx] irreduzible Polynom mit der Nullstelle # ist. 

3. Was sind der Grad eines erzeugenden Elements und die definierende 
Gleichung 

a) des Körpers der komplexen in bezug auf den der reellen Zahlen; 


b) des Körpers Q (y 3) in bezug auf den Körper der rationalen Zahlen; 
2ni 

c) des Körpers Q \ 5 ) in bezug auf den Körper Q) der rationalen Zahlen; 

d) des Körpers Z[:?]/(7) in bezug auf den darin enthaltenen Primkörper ? 
(Z[?] ist der Ring der ganzen Gaußschen Zahlen.) 

4. Es sei /’ein kommutativer Grundkörper, z eine Unbestimmte, & = I'(z), 

23 

A=T u) Man zeige, daß 2 eine einfache algebraische Erweiterung von 
A ist. Welche ist die in A irreduzible Gleichung, der das Element z genügt ? 
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Zwei Erweiterungen 2, 2’ eines Körpers A heißen äguivalent (in 
bezug auf A), wenn es einen Isomorphismus 2 2” gibt, der 
jedes Element von 4 in sich selbst überführt (fest läßt). 

Je zwei einfache transzendente Erweiterungen eines Körpers A sind 
äquivalent. 

Denn vermöge f(z)/g(z) > f(d)/g(9) ist jede einfache transzen- 
dente Erweiterung A (®) äquivalent dem Körper der rationalen Funk- 
tionen der Unbestimmten «. 

Je zwei einfache algebraische Erweiterungen A(«), A(ß) sind äqui- 
valent, sobald « und ß Nullstellen desselben in A[x] irreduziblen Poly- 
noms p(x) sind, und zwar gibt es dann einen solchen Isomorphismus, 


welcher die Elemente von A fest läßt und « in B überführt. 
—1 


Beweis. Die Elemente von A(«) haben die Gestalt Dart und 


die von A(ß) die Gestalt Sa ß*. Mit diesen Elementen "Wird beide 


Male gerechnet wie mit Polynomen modulo (x). Die Zuordnung 
> dk ak — »2 (Ak ß k 


ist also ein Isomorphismus von der gesuchten Art. 

Ein in A irreduzibles Polynom o(x) braucht in einem Erweite- 
rungskörper @ nicht irreduzibel zu bleiben. Hat es in Q eine Null- 
stelle 9, so spaltet es mindestens einen Linearfaktor £— ® ab. Mög- 
licherweise zerfällt es in 2 noch weiter in lineare und nichtlineare 
Faktoren: 


pl) = (8 — dB) (® — da)... (8 — 5) YılR) ..- Prl®). 


Nach dem oben Bewiesenen sind in diesem Fall die Körper A(9), 
A(ds),...,A(d9;) alle äquivalent, und bei den Isomorphismen 


A) 2 Ad) 2A) 


geht # in ®a,..., d; über. 

Äquivalente Erweiterungen [wie A(®), A(®e),...., A(9;)], die 
einem gemeinsamen Oberkörper Q angehören, nennt man unter- 
einander konjugiert (in bezug auf A), und die Größen d, ®a,..., die 
bei den betreffenden Isomorphismen ineinander übergehen, heißen 
konjugierte Größen!. Aus dem Bewiesenen folgt: Alle Nullstellen in 
Q eines in A[x] irreduziblen Polynoms @(x) sind untereinander kon- 
jugiert in bezug auf A. Umgekehrt sind konjugierte Größen, wenn sie 
algebraisch sind, stets Nullstellen desselben irreduziblen Polynoms 
(x); denn aus p(dı) = 0 folgt, wenn dı durch eine Isomorphie in 
ds übergeht, vermöge eben dieser Isomorphie @(d2) = 0. 





1 Die Bezeichnung wird hauptsächlich auf algebraische Größen ® ange- 
wandt. Transzendente Größen desselben Körpers sind stets untereinander 
konjugiert. 
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Die Existenz der einfachen Erweiterungen. Bis jetzt war immer 
(2 ein vorgegebener Oberkörper, und es wurde die Struktur der ein- 
fachen Erweiterungen 4 (d) innerhalb 2 studiert. Jetzt aber soll das 
Problem anders gestellt werden: Gegeben sei ein Körper A; gesucht 
ist eine Erweiterung A (®), wobei von d außerdem verlangt wird, ent- 
weder, daß ® transzendent oder daß #9 Nullstelle eines vorgegebenen 
Primpolynoms in A[x] sein soll. 

Soll # transzendent sein, so ist die Lösung leicht: Man nehme für 
d eine Unbestimmte: 9x 


bilde den Polynombereich A[x] und dessen Quotientenkörper A (x), 
den Körper der rationalen Funktionen der Unbestimmten x. Wie wir 
sahen, ist A (x) bis auf äquivalente Erweiterungen die einzige einfache 
transzendente Erweiterung; mithin: 

Es gibt eine und bis auf äquivalente Erweiterungen nur eine einfache 
Iranszendente Erweiterung A(d) eines vorgegebenen Körpers A. 

Soll zweitens ® algebraisch sein, und zwar Nullstelle des in A[x] 
irreduziblen Polynoms 9 (x), so können wir zunächst annehmen, daß 
o nicht linear ist, da sonst A(#) = A genommen werden kann. 

Der gesuchte Körper A(#) muß nach dem Vorigen isomorph dem 
Körper der Restklassen 

2’ = Ala]/(p(«)) 

sein. Nun ist jedem Polynom f aus A[x] eine Restklasse fin 2” zu- 
geordnet und die Abbildung ist homomorph. Insbesondere entspricht 
jeder Konstanten a aus A eine Restklasse @ und diese Abbildung von 
A ist nicht nur homomorph, sondern sogar isomorph, da die Null 
die einzige Konstante ist, die =0 mod o (x) ist. Also können wir nach 
$ 12, Schluß, im Körper 2” die Restklassen @ durch die ihnen ent- 
sprechenden Elemente a von A ersetzen; dadurch geht 2” über in 
einen Körper 2, der A umfaßt und z 2” ist. 

Dem Polynom x ist eine Restklasse zugeordnet, welche 9 heißen 
möge. Wir können also in & den Körper A(®) bilden. (Übrigens ist 
2 = A(P), wie leicht zu sehen.) Aus 


PR) = Yarat = (pie) 
folgt vermöge der Homomorphie 
| DIR, —0 (in?) 
und daraus, wenn ie ä; Aurch die a; ersetzt werden: 
od) = Saror =0. 
Also ist 9 Nullstelle von (2). 
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Damit ist bewiesen: 

Zu einem vorgegebenen Körper A gibt es eine (und bis auf äquv- 
valente Erweiterungen nur eine) einfache algebraische Erweiterung A(9) 
von der Beschaffenheit, daß ® einer vorgegebenen Gleichung (9) = 0 
genügt, wobei p(x) ein Primpolynom in A[x] ist. 

Der beim Beweis benutzte Prozeß der ‚symbolischen Adjunktion‘“ 
mit Hilfe des Restklassenringes und des Symbols # steht in einem 
gewissen Gegensatz zur unsymbolischen Adjunktion, die möglich ist, 
wenn man von vornherein über einen umfassenden Körper ( ver- 
fügt, in dem eine Größe ®# mit den verlangten Eigenschaften schon 
vorhanden ist. Ist A z.B. der Körper der rationalen Zahlen, so kann 
man die unsymbolische Adjunktion einer algebraischen Zahl, d.h. 
einer Wurzel einer algebraischen Gleichung, dadurch erreichen, daß 
man von dem auf transzendentem Wege konstruierten Körper der 
komplexen Zahlen 2 ausgeht, in dem nach dem ‚„Fundamentalsatz 
der Algebra‘ jede Gleichung mit rationalen Zahlenkoeffizienten tat- 
sächlich lösbar ist. Die obige symbolische Adjunktion vermeidet 
diesen transzendenten Umweg, indem sie direkt die algebraische Zahl 
als Symbol einer Restklasse einführt und Rechnungsregeln für sie 
definiert. Dabei werden keine Größenrelationen (>, <) oder Reali- 
tätseigenschaften eingeführt. Trotzdem entsteht auf dem symboli- 
schen und auf dem unsymbolisch-transzendenten Wege stets (alge- 
braisch gesprochen) derselbe Körper A(d); denn nach dem zu An- 
fang Bewiesenen sind alle möglichen Erweiterungen A(®), deren ® 
derselben irreduziblen Gleichung genügen, äquivalent. 

Genaueres über das Verhältnis von Größenbeziehungen zu alge- 
braischen Relationen findet sich in Kapitel 10 und 11. 

Aufgaben. 5. Das Polynom x? + 1 ist im Körper Q der rationalen Zahlen 
irreduzibel ($ 31, Aufgabe 3). Man adjungiere eine Nullstelle 9 und zerlege das 
Polynom im erweiterten Körper Q(d) in Primfaktoren. 

6. Es sei II der Primkörpsr der Charakteristik p, x eine Unbestimmte, 
A = II(x). Man adjungiere an 4 eine Nullstelle £ = x!/? des irreduziblen Poly- 
noms 2? — x und zerlege das Polynom 2? — x im erweiterten Körper II(2). 

7. Aus dem Primkörper der Charakteristik 2 konstruiere man durch Ad- 


junktion einer Nullstelle einer irreduziblen quadratischen Gleichung einen 
Körper mit vier Elementen. 


$ 40. Endliche Körpererweiterungen 


Ein Schiefkörper 2 heißt eine endliche Erweiterung eines Unter- 
körpers A oder kurz endlich über A, wenn alle Elemente von 2 


Linearkombinationen von endlich vielen uı, ..., un mit Koeffizien- 
ten aus A sind: 
(1) w= Ö1ul + "+ Önün: 


Der Schiefkörper (2 ist dann ein endlich-dimensionaler Links- 
Vektorraum über A. Die Dimension, also die Anzahl der Elemente 
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einer linear-unabhängigen Basis von Q über A, heißt der Körper- 


grad (2: A) oder der Grad von 2 über A. 


Beispiel. Der Körper Q sei eine einfache algebraische Erweiterung 
von 2: 


2=A(#) 


wobei 9 ein Element vom Grade r über A, d.h. eine Nullstelle eines 
Primpolynoms vom Grade rn in A[x] ist. Die Elemente 


1,9, 92,..., On-1 


bilden eine linear-unabhängige Basis von A(d) über A, also ist A (9) 
endlich vom Grade n über 4. 

2 sei ein Zwischenkörper zwischen A und Q, d.h. essei ACLCQ. 
Dann gilt der folgende 


Gradsatz. Ist Q endlich über A, so ist auch & endlich über A und 
Q endlich über &. Ist umgekehrt & endlich über A und Q endlich über 
2, so ist 2 endlich über A und es gilt die Gradrelation 


(2) (2:4)=(2:2)(2:4). 


Beweis. Ist Q über A endlich, so ist der Unterraum & des Vektor- 
raums Q nach $20 auch endlich über A. Daß Q über & endlich ist, 
ist klar, denn (2 ist sogar über A endlich. Nun seien umgekehrt 
(2: A) und (2: 2) endlich und es sei {vı,...., ur} eine Basis von 2 
in bezug auf A und ebenso {vı,..., vs} eine Basis von Q in bezug 
auf 2. Dann ist jedes Element von 2 darstellbar in der Gestalt 


v=yov (ne2) 
—-) (& Örk ur)v (dire A) 
— > > dir (urd;). 
i &k 


Jedes Element von Q hängt also von den rs Größen uxv; linear ab. 
Diese Größen sind untereinander in bezug auf A linear-unabhängig; 


denn aus 
I > dur = 0 (ÖireA) 
%k 


folgt wegen der linearen Unabhängigkeit der v in bezug auf 2: 
>ör—=0, 
k 


also wegen der Unabhängigkeit der vw in bezug auf 4: 
Öjk —(. 
Also ist rs der Grad von Q in bezug auf A, q.e.d. 
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Folgerungen aus (2). 


a) It ACZCQund (2:A)= (2:4), so ist Q2=L. Aus (2) 
folgt dann nämlich (2:2) = 1. — Ebenso: 

b) It ACZCQ und (2:2)= (92:4), so it 2 =1. 

c) It ACZCQ, so ist der Grad (32: A) ein Teiler des Grades 
(2:4). 

Aufgaben. 1. Welchen Grad hat der Körper Q (i, Y2) in bezug auf den 
Körper (Q der rationalen Zahlen ? 

2. Alle Elemente eines endlichen kommutativen Erweiterungskörpers (2 
eines Körpers A sind algebraisch in bezug auf A, und ihre Grade sind Teiler des 
Körpergrades (2: 4). 

3. Aus wie vielen Elementen besteht ein Körper von der Charakteristik p, 
der in bezug auf den darin enthaltenen Primkörper den Grad n hat? 


$ 41. Algebraische Körpererweiterungen 


Ein Erweiterungskörper 2 von A heißt algebraisch über A, wenn 
jedes Element von 2 algebraisch über A ist. 


Satz. Jede endliche Erweiterung & von A ist algebraisch und läßt 
sich aus A durch Adjunktion endlichvieler algebraischer Elemente ge- 
winnen. 


Beweis. Ist n der Grad der endlichen Erweiterung 2 und ae, 
so gibt es unter den Potenzen 1, «, «?,...., «* eines Elements « höch- 


n 
stens n linear-unabhängige. Es muß also eine Relation >, crack —= 0 


0 
bestehen, d.h. « ist algebraisch; demnach ist der Körper 2 alge- 
braisch. Als Erzeugende der Erweiterung 2 (d.h. als adjungierte 
Menge) kann man eine Körperbasis von 2’ wählen. 

Infolge dieses Satzes kann man statt ‚endliche Erweiterung“ 
auch ‚endliche algebraische Erweiterung‘ sagen. 


Umkehrung. Jede Erweiterung eines Körpers A, die durch Adjunk- 
tion endlichvieler algebraischer Größen zu A entsteht, ist endlich (und 
folglich algebraisch). 

Beweis. Adjunktion einer algebraischen Größe # vom Grade n 
ergibt eine endliche Erweiterung mit der Basis 1, d,...., 9”-1. Suk- 
zessive Bildung endlicher Erweiterungen ergibt nach dem Satz aus 
$ 40 stets wieder eine endliche Erweiterung. 


Folgerung. Summe, Differenz, Produkt und Quotient algebraischer 
Größen sind wieder algebraische Größen. 


Satz. Ist x algebraisch in bezug auf 2 und 2 algebraisch in bezug 
auf A, so ist « algebraisch in bezug auf A. 


Beweis. In der algebraischen Gleichung für & mit Koeffizienten 
aus & können nur endlichviele Elemente ß, y,.... von 2 als Koef- 
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fizienten vorkommen. Der Körper 2’—= A(ß, y, ...) ist endlich in be- 
zug auf A und der Körper 2’(«) ist wieder endlich in bezug auf 2; 
also ist &’(«) auch endlich in bezug auf A, also « algebraisch in bezug 
auf A. 


Zeriällungskörper. Unter den endlichen algebraischen Erweite- 
rungen sind besonders wichtig die „Zerfällungskörper‘‘ eines Poly- 
noms f(x), die durch ‚„Adjunktion aller Wurzeln einer Gleichung 
f(x) = 0° entstehen. Darunter versteht man solche Körper 


Alaı,...,&n); 


in denen das Polynom f(x) aus A[x] vollständig in Linearfaktoren 
zerfällt!: 


&) = (2 — a)... (C—&n); 


und die durch Adjunktion der Wurzeln «; dieser Linearfunktionen 
zu A entstehen. Über diese Körper gelten die folgenden Sätze: 
Zu jedem Polynom f(x) aus A[x] gibt es einen Zerfällungskörper. 


Beweis. In A[x] möge f(x) folgendermaßen in unzerlegbare Fak- 
toren zerfallen: 


Wir adjungieren nun zunächst eine Nullstelle «ı des irreduziblen 
Polynoms o1ı(x) und erhalten dadurch einen Körper A (cı), in dem 
91 (x), also auch f(x), einen Linearfaktor x — «ı abspaltet. 

Gesetzt nun, man habe schon einen Körper Ar = A (aı; ..., &k) 
(k < n) konstruiert, in dem das Polynom f(x) die (gleichen oder ver- 
schiedenen) Faktoren x — 01, ...,% — a; abspaltet. In dem Körper 
Ax möge f(x) folgendermaßen zerfallen: 


(2) = (8 — 0)... (2 — x) yr+ı(X) ..- yıl®). 


Wir adjungieren nun zu Ax eine Nullstelle &xx+1 von Yx+ı(%). Im so 
erweiterten Körper Ax(&x+1) = A(cı, ..., &+ı) spaltet f(x) die Fak- 
toren & — &1,...,% — &x+ı ab. Vielleicht spaltet sogar f(x) nach der 
Adjunktion noch mehr also diese k + 1 Linearfaktoren ab. 

In dieser Art schrittweise weitergehend, findet man schließlich 
den gesuchten Körper A, = A(a1, ..-, &n)-? 

Wir werden nun weiter zeigen, daß der Zerfällungskörper eines 
gegebenen Polynoms f(x) bis auf äquivalente Erweiterungen ein- 
deutig bestimmt ist. Dazu benötigen wir den Begriff der Fortsetzung 
eines Isomorphismus. 


1 Den höchsten Koeffizienten von f(x) wollen wir hier und im folgenden 
gleich 1 annehmen, was offenbar nichts ausmacht. 

2 Der hier gegebene Existenzbeweis des Zerfällungskörpers impliziert nicht 
die effektive Konstruierbarkeit in endlich vielen Schritten. Siehe über diese 
Fragen G. HERMANN, Math. Ann. Bd. 95 (1926) S. 736—788 und B. L. v. D. 
WAERDEN, Math. Ann. Bd. 102 (1930), S. 738. 
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Es sei ACX und ACL, und es sei ein Isomorphismus A = A 
gegeben. Ein Isomorphismus £ — 2 heißt nun eine Fortsetzung des 
gegebenen Isomorphismus A = A, wenn jede Größe a von 4, die 
beim alten Isomorphismus A = A das Bild ä hat, beim neuen Iso- 
morphismus 2 = 5 dasselbe Bild & aus A hat. 

Alle Sätze über Fortsetzungen von Isomorphismen bei algebra- 
ischen Erweiterungen beruhen auf dem folgenden Satz: 

Geht bei einem Isomorphismus A — A ein irreduzibles Polynom o(x) 
aus A[x]in das (natürlich ebenfalls irreduzible) Polynom $ (x) aus A[x] 
über, ist weiter « eine Nullstelle von @ (x) in einem Erweiterungskörper 
von A und a eine Nullstelle von @ (x) in einem Erweiterungskörper von 
A, so läßt sich der gegebene Isomorphismus A> A zu einem Iso- 
morphismus A(«) = A(«), der « in « überführt, fortsetzen. 

Beweis. Die Elemente von A («) haben die Gestalt > crak(cre), 
und mit ihnen wird gerechnet wie mit Polynomen modulo (x). 
Ebenso haben die Elemente von 4A («) die Gestalt > Crak(cx e A), und 
mit ihnen wird gerechnet wie mit Polynomen modulo 9 (x), also genau 
so, nur mit Querstrichen. Also ist die Zuordnung 

> Ck ak — > Ck ak 
(wobei die ©; die entsprechenden Elemente zu den cz im Isomorphis- 
mus A = 4 sind) ein Isomorphismus, der die verlangten Eigenschaf- 
ten besitzt. 

Ist speziell A = A und bildet der gegebene Isomorphismus jedes 
Element von A auf sich ab, so erhält man den früheren Satz zurück, 
daß alle Erweiterungen A («), A («), ..., diedurch Adjunktion je einer 
Wurzel derselben irreduziblen Gleichung entstehen, äquivalent sind 
und daß jede Wurzel durch die betreffenden Isomorphismen in jede 
andere übergeführt werden kann. 

Ein entsprechender Satz gilt nun bei Adjunktion aller Wurzeln 
eines Polynoms statt einer einzigen: 

Geht bei einem Isomorphismus A = 4 ein beliebiges Polynom f(x) 
aus A[x] in ein Polynom f(x) aus A[x] über, so läßt sich der Isomor- 
phismus zu einem Isomorphismus eines beliebigen Zerfällungskörpers 
Alaıs -..,&n) von f(x) mit einem beliebigen Zerfällungskörper A(ßı,..-; 
Bn) von f(x) fortsetzen, wobei a1, ..., &n in einer gewissen Reihenfolge 
in Bı, -.-, Pn Übergehen. 

Beweis. Gesetzt, man habe (eventuell nach Abänderung der Rei- 
henfolge der Wurzeln) den Isomorphismus A = A schon fortgesetzt 
zu einem Isomorphismus 4 (&1, ..., &k) zZ A(ßı,:.., Br), wobei jedes 
a; in ß; übergeht. (Für k=0 ist das tatsächlich der Fall.) In 
A(&1, ....,%x) möge f(x) so zerfallen: 


fix) = (8 — a1)... (® — ax) Pr+1(8) ...Pn(®)- 
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Entsprechend zerfällt dann, vermöge des Isomorphismus, f(x) in 
A(ßı,...., Br) folgendermaßen: 


(x) = (@ — Ph) ..- (© — Pr) YPr+ı(8) ... Yn(®). 


In A («ı,...., &n) bzw. A(Bı ..., Bn) zerlegen sich die Faktoren op, und 
y, weiter in (2 — &x+ı) -.. (& — &n) bzw. (x — Px+ı1) ... (& — Pu). Die 
Kk+ls 0m und Pk+1, ---, Bn mögen so umgeordnet werden, daß 
&x+1 Wurzel von ox+1(&) und Px+ı Wurzel von yx-+ı(x2) wird. Nach 
dem vorigen Satz läßt sich dann der Isomorphismus 


Alaı,...,&) = A(ßı,:.-, Br) 
zu einem ebensolchen 
Alaı,...,&c+)& A(ßı,..-, Br+ı) 


fortsetzen, wobei &x+ı in ßx+ı übergeht. 
In dieser Weise Schritt für Schritt von k = 0 aus weitergehend, 
kommt man schließlich zum gesuchten Isomorphismus 


Alaı,..,&n)& Alßı,...,Bn); 


wobei laut Konstruktion jedes a; in ß; übergeht. 

Ist jetzt insbesondere A = A und läßt der gegebene Isomorphis- 
mus A = A jedes Element von 4 fest, so wird f = f, und der erwei- 
terte Isomorphismus 


Alaı,-..‚&n)= A(ßPı,..., Pn) 


läßt ebenfalls alle Elemente von 4 fest, d. h. die beiden Zerfällungs- 
körper von f(x) sind äquivalent. Mithin ıst der Zerfällungskörper eines 
Polynoms f(x) bis auf äquivalente Erweiterungen eindeutig bestimmt. 

Daraus folgt, daß alle algebraischen Eigenschaften der Wurzeln 
unabhängig von der Art der Konstruktion des Zerfällungskörpers 
sind. Zum Beispiel: Ob man ein Polynom im Körper der komplexen 
Zahlen oder mittels symbolischer Adjunktion zerfällt, man wird ‚im 
wesentlichen‘, d.h. bis auf Äquivalenz, stets dasselbe finden. 

Insbesondere hat jede Wurzel oder Nullstelle von f(x) eine be- 
stimmte Vielfachheit, in der sie bei der Zerlegung 


fa) = (8 — a1)... (2 — &n) 
vorkommt. 

Vielfache Wurzeln sind dann und nur dann vorhanden, wenn f(x) 
und f(x) über dem Zerfällungskörper einen gemeinsamen Teiler 
haben, der keine Konstante ist ($ 28). Der größte gemeinsame Teiler 
von f(x) und f’(x) über irgendeinem Erweiterungskörper ist aber der- 
selbe wie der größte gemeinsame Teiler im Grundbereich A[x] ($ 17, 
Aufgabe 1). Demnach kann man durch Bildung des größten gemein- 
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samen Teilers von f(x) und f’(x) in A[x] schon erkennen, ob f(x) in 
seinem Zerfällungskörper vielfache Nullstellen besitzt. 

Zwei Zerfällungskörper eines und desselben Polynoms, die in 
einem gemeinsamen Umfassungskörper 4 enthalten sind, sind nicht 
nur äquivalent, sondern sogar gleich. Denn wenn in [2 zwei Zer- 
legungen 

a) = (2 — a)... (C — &n); 


f@) = (& — Pı) ... (© — Pr) 


stattfinden, so stimmen nach dem Satz von der eindeutigen Faktor- 
zerlegung in Q[x] die Faktoren bis auf die Reihenfolge überein. 


Normale Erweiterungskörper. Ein Körper 2 heißt normal oder 
galoissch über A, wenn er erstens algebraisch in bezug auf A ist und 
zweitens jedes in A[x] irreduzible Polynom g (x), das in 2’ eine Null- 
stelle « hat, in Z[x] ganz in Linearfaktoren zerfällt. 

Unsere früher konstruierten Zerfällungskörper sind normal nach 
folgendem Satz: 

Ein Körper, der aus A durch Adjunktion aller Nullstellen eines oder 
mehrerer oder sogar unendlichvieler Polynome aus A[x] entsteht, ist 
normal. 

Zunächst können wir den Fall unendlichvieler Polynome auf den 
endlichvieler zurückführen; denn jedes Element « des Körpers hängt 
doch nur von den Wurzeln endlichvieler unserer Polynome ab, und 
wir können uns für die Zerfällung des irreduziblen Polynoms, welches 
« zur Nullstelle hat, ganz auf den von diesen endlichvielen Wurzeln 
erzeugten Körper beschränken. 

Sodann können wir den Fall endlichvieler Polynome auf den eines 
einzigen zurückführen, indem wir sie alle miteinander multiplizieren 
und die Nullstellen des Produkts adjungieren; das sind ja dieselben 
Größen wie die Nullstellen aller Faktoren zusammen genommen. 

Es sei also 2 = A(cı,..., &n) ‚wo die «, die Wurzeln eines Poly- 
noms f(x) sind, und das irreduzible Polynom g (x) aus A[x] habe eine 
Nullstelle $ in &. Wenn g(x) in 2 nicht ganz zerfällt, können wir & 
durch Adjunktion einer weiteren Nullstelle #’ von g(x) zu einem 
Körper 2'(’) erweitern; dann ist, da ß und ß’ konjugiert sind, 


AM) AP). 


Bei dieser Isomorphie gehen die Elemente von A und somit auch die 
Koeffizienten des Polynoms f(x) in sich über. Adjungieren wir nun 
links und rechts alle Nullstellen von f(x), so läßt sich die Isomorphie 
fortsetzen: 


AlB,aı,...,‚&n)= A(ß',01,...,&n); 


wobei die &; wieder in die «;, vielleicht in anderer Reihenfolge über- 
gehen. Nun ist f eine rationale Funktion von «1, ..., & mit Koeffi- 
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zienten aus /: 
B=r(aı,...,&n) 


und diese rationale Beziehung bleibt bei jedem Isomorphismus er- 
halten. Mithin ist auch f’. eine rationale Funktion von aı,..., &n, 
gehört also ebenfalls dem Körper 2 an, entgegen unserer Annahme. 


Umkehrung. Ein Normalkörper 2 über A entsteht durch Adjunk- 
tion aller Nullstellen einer Menge von Polynomen und, wenn er endlich 
ist, sogar durch Adjunktion aller Nullstellen eines einzigen Polynoms. 


Beweis. Der Körper & entstehe durch Adjunktion einer Menge M 
von algebraischen Größen. (Im allgemeinen Fall kann man etwa 
M = %& wählen; im endlichen Fall ist M endlich.) Jedes Element von 
M genügt einer algebraischen Gleichung f(x) = 0 mit Koeffizienten 
aus J, die in 2 ganz zerfällt. Die Adjunktion aller Nullstellen aller 
dieser Polynome f(x) (bzw., wenn es nur endlichviele sind, aller Null- 
stellen ihres Produktes) ergibt mindestens so viel wie die Adjunktion 
von M allein, d.h. sie ergibt den ganzen Körper 2, qg.e.d. 

Eine irreduzible Gleichung f(x) = 0 heißt normal, wenn der durch 
Adjunktion einer Wurzel entstehende Körper schon normal ist, d.h. 
wenn in ihm /(x) völlig zerfällt. 

Aufgaben. 1. It AC 2C Q und 2 normal über A, so ist (2 normal über 2. 

2. Man konstruiere den Zerfällungskörper von x3 — 2 in bezug auf den 
rationalen Grundkörper 0. Man zeige: Ist « eine Wurzel, so ist Q(«) nicht 
Ba ist fi«&) = x" + ...im Körper K irreduzibel, so zerfällt f(x) in einem 
normalen Erweiterungskörper in lauter Faktoren gleichen Grades, die in be- 
zug auf K konjugiert sind. 

4. Jeder in bezug auf A quadratische Körper ist normal in bezug auf 4. 


$ 42. Einheitswurzeln 


Wir haben im vorangehenden die allgemeinen Grundlagen der 
Körpertheorie dargestellt. Bevor wir die allgemeine Theorie weiter 
entwickeln, wenden wir die erhaltenen Sätze auf einige ganz spezielle 
Gleichungen und spezielle Körper an. 

Es sei n eine natürliche Zahl. Die Nullstelllen des Polynoms x — 1 
in irgend einem Körper K heißen n-te Einheitswurzeln. Für eine n-te 
Einheitswurzel £ gilt also 

ir—=]1. 


Ist K der Körper der komplexen Zahlen, so kann man die n-ten 
Einheitswurzeln geometrisch deuten als Punkte auf dem Einheits- 
kreis 

CE = el = c0os& + isin«, 


wobei der Winkel « die Bedingung 
na=k-2n 
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zu erfüllen hat, aus der 


ak. 
n 


folgt. Setzt man für k die Werte 0, 1,2,...,n — lein, so erhält man 
n Punkte 
1, 1,01... et (n" = )» 

die den Kreis in n gleiche Kreisbogen teilen. Das Polynom x* — 1 
hat also im Körper der komplexen Zahlen genau n verschiedene 
Nullstellen, die sich als Potenzen einer einzigen primitiven n-ten 
Einheitswurzel n darstellen lassen. 

Wir untersuchen nun die Einheitswurzeln in einem beliebigen 
Körper K. Zunächst gilt: 

Die n-ten Einheitswurzeln in K bilden bei der Multiplikation eine 
abelsche Gruppe. 

Ausa” = 1 und b*? = 1 folgt nämlich (ab)* = 1 und (a-!)r =]. 
Daß die Gruppe abelsch ist, ist klar. 

Wir beweisen nun einen Hilfssatz über abelsche Gruppen. Es seien 


bı1,...,dm Elemente einer abelschen Gruppe, deren Ordnungen 
f1, -.., m paarweise teilerfremd sind. Dann hat das Produkt 
b=bıba...bm 


genau die Ordnung 


r=j1rır2a...Tm- 


Beweis. Wegen br=b57b5;...5, =1 ist die Ordnung von b 
jedenfalls ein Teiler von r. Ist nun g eine in r aufgehende Primzahl, 
so geht q in einem bestimmten Faktor r; auf, und r/q ist durch die 
übrigen r;, aber nicht durch r; teilbar. Daher ist 


bria — bria ,..bria = brla +1. 


Weil das für jede in r aufgehende Primzahl g gilt, ist die Ordnung 
von b genau r. 

Ist nun X ein Körper der Charakteristik p, so setzen wir n = p"h, 
wobei h nicht durch p teilbar ist. Für jede n-te Einheitswurzel Z gilt 
dann nach $ 37, Aufgabe 1 


(er pr =" 11-0, 
also 
ch—1=0. 


Die n-ten Einheitswurzeln sind also gleichzeitig h-te Einheits- 
wurzeln, wobei h nicht durch die Charakteristik des Körpers teilbar 
ist. Im Fall der Charakteristik Null kann man von vornhereinh = n 
setzen. In beiden Fällen hat man dann 


Ö h=] ’ 
wobei Ah nicht durch die Charakteristik des Körpers teilbar ist. 
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Wir gehen vom Primkörper // der Charakteristik 0 oder p aus 
und adjungieren an // alle Nullstellen des Polynoms 


Ia)=ı#—1. 


Der so entstehende Zerfällungskörper 2 heißt Kreisteilungskörper 
oder Körper der h-ten Einheitswurzeln über dem Primkörper II. Das 
Polynom f(x) zerfällt in lauter verschiedene Linearfaktoren; denn die 
Ableitung 

f(x) =hxh- 


verschwindet, da h nicht durch die Charakteristik teilbar ist, nur für 
x = (0), hat also keine Nullstelle mit f(x) gemein. Es gibt also in & 
genau h h-te Einheitswurzeln. 

Wir zerlegen nun h in Primzahlpotenzen: 


m m 
h=-Ug=Mrn (n=gM). 


i=1 1 


In der Gruppe der k-ten Einheitswurzeln gibt es höchstens h/q: 


Elemente a, für die a”'« = ] ist; denn das Polynom x*« — 1 hat 
höchstens A/g; Nullstellen. Also gibt es in. der Gruppe ein a, mit 
ahlı +1]. 


Das Gruppenelement 
b, = af ri 


hat die Ordnung r;. Denn seine r;-te Potenz ist 1, seine Ordnung also 
ein Teiler von r;; aber seine (r;/g:)-te Potenz ist von 1 verschieden, 
seine Ordnung also kein echter Teiler von r;. Das Produkt 


=1lb, 
1 


hat nun, als Produkt von Elementen der teilerfremden Ordnungen 
f1, ..., fm genau die Ordnung 


Ir =h. 
1 


Eine solche Einheitswurzel, deren Ordnung genau A ist, nennen wir 
eine primitive h-te Einheitswurzel. 

Die Potenzen 1, £,£2,..., £%-1 einer primitiven Einheitswurzel 
sind alle verschieden; da aber die Gruppe im ganzen nur h Elemente 
hat, so sind alle ihre Elemente Potenzen von £. Mithin: 

Die Gruppe der h-ten Einheitswurzeln ist zyklisch und wird von 
jeder primitiven Einheitwurzel & erzeugt. 

Die Anzahl der primitiven h-ten Einheitswurzeln ist nun leicht zu 
bestimmen. Wir geben sie zunächst mit o(h) an. p(h) ist die Anzahl 
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der Elemente der Ordnung h in einer zyklischen Gruppe der Ordnung h.! 
Ist zunächst h eine Primzahlpotenz, h = g°, so sind alle 9’ Potenzen 
von /, mit Ausnahme der q’-! Potenzen von (2, Elemente h-ter 
Ordnung; mithin ist 


(l) PN)=r-PI=PI@—) <e(1 7). 


Ist zweitens h in zwei teilerfremde Faktoren zerlegt: h=rs, so ist 
jedes Element h-ter Ordnung eindeutig als Produkt eines Elements 
r-ter Ordnung und eines Elements s-ter Ordnung darstellbar ($ 17, 
Aufgabe 2) und umgekehrt jedes solche Produkt ein Element +-ter 
Ordnung. Die Elemente r-ter Ordnung gehören der von [® erzeugten 
zyklischen Gruppe r-ter Ordnung an; ihre Anzahl ist demnach o(r). 
Ebenso ist die Anzahl der Elemente s-ter Ordnung o(s); für die 
Anzahl der Produkte hat man also 
ek)=eplne(e). 


Aus dieser Formel folgt durch wiederholte Anwendung, wenn wie 
bisher 


h=1IlIr; 


1 


die Zerlegung von 5 in teilerfremde Primzahlpotenzen ist, 


o(h) = a(rı) $(r2)... P (rm); 
also nach (1) 
eh)= mn - Date — 1)... gri(m—)) 
(1 -— {1 - (1 -;)- 

qı q2 Im 

Mithin: 

Die Anzahl der primitiven h-ten Einheitswurzeln ist 
m 1 

P(h)=h I 1--.)- 


Wir setzen g = o(h). Die primitiven h-ten Einheitswurzeln seien 
1, ...,Sg. Die sind die Nullstellen des Polynoms 


Es ist 
(2) xh -—1= 11 d,(e), 
alh 


1 Nach $ 17, Aufgabe 3 ist p(h) zugleich die Anzahl der zu h teilerfremden 
natürlichen Zahlen < h. Man nennt p(h) die Eulersche y-Funktion. 
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wo d die positiven Teiler von h durchläuft!; denn jede h-te Einheits- 
wurzel ist primitive d-te Einheitswurzel für einen und nur einen 
positiven Teiler d von h, und daher kommt jeder Linearfaktor von 
xk — ] in einem und nur einem der Polynome ®,(x) vor. 
Die Formel (2) bestimmt ®,(x) eindeutig. Denn aus ihr folgt 
zunächst 
D| (© ) —=xı—l1 ’ 


und wenn ©, für alle positiven d < h bekannt ist, so bestimmt sich 
®, durch Division aus (2). 

Da diese Divisionen sich nach dem Algorithmus im ganzzahligen 
Polynombereich der Variablen x ausführen lassen, so folgt: 

Jedes D, (x) ist ein ganzzahliges Polynom und unabhängig von der 
Charakteristik des Körpers II (solange nur h nicht durch sie teilbar ist). 

Die Polynome 9; (x) heißen Kreisteilungspolynome. 


Beispiele. Für jede Primzahl g gilt 
m l=@- Nett 44a), 
also 
Da) = art a4 +rH+l, 
allgemeiner 
D»(x) — xD’ Lad’... tr”+]. 
Ebenso gilt 
+ —-1=@-)®+2+D@+D@®—-acH+l), 


also 


Dl)= 2? —x-+l. 


Das Polynom ©, (x) kann sehr wohl zerlegbar sein; z. B. hat man 
in jedem Körper von der Charakteristik 3 die Zerlegung 


Dula)=- t+1=- (et? - x —- 1)? +7 —]). 


Wir werden jedoch später ($ 60) sehen, daß im Primkörper der 
Charakteristik Null das Polynom ®, (x) irreduzibel, mithin alle pri- 
mitiven k-ten Einheitswurzeln konjugiert sind. In $ 31 haben wir auf 
Grund des Eisensteinschen Satzes schon erkannt, daß dies für alle 
Primzahlen Ah der Fall ist; für d&, = x? -+lund®n = xt — r? +1 
war es der Inhalt von Aufgabe 3, $ 31 und Aufgabe 5, $ 30. 

Ein oft benutzter Satz ist der folgende: 

Ist & eine h-te Einheitswurzel, so ist 


HH Hi Te en 


VE FM. 
1 alb (sprich: a teilt b) bedeutet: a ist Teiler von b. 
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Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus der Summenformel der geo- 
metrischen Reihe: Für £ = 1 erhält man 


Aufgaben. 1. Der Körper der k-ten Einheitswurzeln ist für ungerades h 
zugleich Körper der 2h-ten Einheitswurzeln. 

2. Die Körper der dritten und vierten Einheitswurzeln über dem Körper 
der rationalen Zahlen sind quadratisch. Man drücke diese Einheitswurzeln 
durch Quadratwurzeln aus. 

3. Der Körper der achten Einheitswurzeln ist quadratisch in bezug auf den 
Gaußschen Zahlkörper Q(?). Man drücke eine primitive achte Einheitswurzel 
mit Hilfe einer Quadratwurzel aus einem Element von Q(:) aus. 

4. Die n-ten Einheitswurzeln in irgend einem Körper K bilden eine zykli- 
sche Gruppe, deren Ordnung ein Teiler von r ist. 
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Wir haben in den Primkörpern der Charakteristik p schon Körper 
mit endlichvielen Elementen kennengelernt. Die endlichen Körper 
heißen nach ihrem Erforscher GALo1s auch Galo:s- Felder. Wir unter- 
suchen zunächst ihre allgemeinen Eigenschaften. 

Es sei A ein Galois-Feld und q die Anzahl seiner Elemente. 

Die Charakteristik von A kann nicht Null sein; denn sonst würde 
der in A liegende Primkörper // schon unendlich viele Elemente 
haben. Es sei p die Charakteristik. Der Primkörper // ist dann 
isomorph dem ganzzahligen Restklassenring modulo p und hat 9 
Elemente. 

Da es in A überhaupt nur endlichviele Elemente gibt, so gibt es 
auch in A ein größtes System von linear-unabhängigen Elementen 
15 ...,&n in bezug auf //. n ist der Körpergrad (1://), und jedes 
Element von A hat die Gestalt 


(1) c1Xı + "+ nn 


mit eindeutig bestimmten Koeffizienten c; aus //. 

Für jeden Koeffizienten c; sind p Werte möglich; es gibt also 
genau p” Ausdrücke von der Gestalt (1). Da diese die sämtlichen 
Körperelemente darstellen, so folgt 

g=p". 
Damit ist bewiesen: Die Anzahl der Elemente eines Galois-Feldes ist 
eine Potenz der Charakteristik p; der Exponent gibt den Körpergrad 
(1:II) an. 

Jeder Schiefkörper ist nach Weglassung des Nullelements eine 
multiplikative Gruppe. Im Fall des Galois-Feldes ist die Gruppe 
abelsch und ihre Ordnung q — 1. Die Ordnung eines beliebigen Ele- 
ments « muß ein Teiler von g — 1 sein; daraus folgt: 


all, für jedes & = 0. 
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Die hieraus folgende Gleichung 
o.—a—=0 


gilt auch für «x = 0. Alle Körperelemente sind also Nullstellen der 
Funktion x@ — x. Sind «ı, ..., &g die Körperelemente, so muß x2 — x 
teilbar sein durch 


(x —&). 


Men 


Wegen der Gradzahlen ist also 
q 
x —i=1(e — oa). 
1 
A entsteht demnach aus // durch Adjunktion aller Nullstellen einer 
einzigen Funktion x@ — x. Durch diese Angabe ist aber A bis auf 
Isomorphie eindeutig bestimmt ($ 40); also: 

Bei gegebenem p und n sind alle kommutativen Körper mit p" 
Elementen isomorph. 

Wir wollen nun zeigen, daß es zu jedem n > 0 und jedem p auch 
wirklich einen Körper mit qg = p" Elementen gibt. 

Man gehe vom Primkörper // der Charakteristik p aus und bilde 
über // einen Körper, in dem x? — x vollständig in Linearfaktoren 
zerfällt. In diesem Körper betrachte man die Menge der Nullstellen 
von 2x9 — x. Diese Menge ist ein Körper; denn aus «&?"= x und 
yP" = y folgt nach $41, Aufgabe 1: 


(8 — y) PT ar" — yPt, 


“u _ PT 

yl  ym’ 

wonach Differenz und Quotient zweier Nullstellen wieder Nullstellen 
sind. 


Das Polynom x27 — x hat lauter einfache Nullstellen; denn seine 
Ableitung ist wegen q = 0(p) 


und im Falle y + 0: 


qgaı—1l=-—|1, 


und — 1 wird nie Null. Die Menge seiner Nullstellen ist also ein 
Körper mit g Elementen. 

Damit ist bewiesen: 

Zu jeder Primzahlpotenz q = p"(n > 0) gibt es ein und bis auf 
Isomorphie nur ein Galois-Feld mit genau q Elementen. Die Elemente 
sınd die Nullstellen von x — x. 

Das Galois-Feld mit genau p” Elementen sei im folgenden mit 
GF(p") bezeichnet. 
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Wir setzen g — 1=h und bemerken, daß alle von Null ver- 
schiedenen Elemente des Galois-Feldes Nullstellen von x? — 1, also 
h-te Einheitswurzeln sind. Da h zu p teilerfremd ist, so gilt für diese 
Einheitswurzeln alles im vorigen Paragraphen Gesagte: 

Alle von Null verschiedenen Körperelemente sind Potenzen einer eın- 
zigen primitiven h-ten Einheitswurzel. Oder: Die multiplikative Gruppe 
des Galois-Feldes ist zyklisch. 

Ist £ eine primitive h-te Einheitswurzel in A = @F(p"), so sind 
alle Elemente + 0 von A Potenzen von £. Daraus folgt A = I/({}), 
also ist A eine einfache Erweiterung von //. Der Grad von £ über // 
ist natürlich gleich dem Körpergrad n. 

Durch diese Theoreme ist die Struktur der endlichen kommuta- 
tiven Körper vollständig aufgedeckt. 

Im nächsten Paragraphen werden wir den folgenden Satz 
brauchen: 

Ein Galois-Feld der Charakteristik p enthält zu jedem Element a 
genau eine p-te Wurzel. 

Beweis. Zu jedem Element x existiert im Körper eine p-te Potenz 
xP. Verschiedene Elemente haben verschiedene p-te Potenzen wegen 


ar — yP= (x — y)P. 


Also gibt es im Körper genau so viele p-te Potenzen wie Elemente. 
Alle Elemente sind also p-te Potenzen. 

Wir wollen schließlich noch die Automorphismen des Körpers 
& = GF(p") bestimmen. 

Zunächst ist « — «? ein Automorphismus. Denn einerseits ist die 
Zuordnung nach dem vorigen Satz umkehrbar eindeutig, und an- 
dererseits ist 


(© + BP = ar + Pr, 
(«BP = ar pr. 


Die Potenzen dieses Automorphismus führen « über in «?, «P*,...., 
a?" — «. Damit haben wir n Automorphismen gefunden. 

Andererseits kann es nicht mehr als n Automorphismen geben. 
Ein Automorphismus muß nämlich das primitive Element £ in ein 
konjugiertes Element, also in eine Nullstelle des gleichen Prim- 
polynoms, von dem £ Nullstelle ist, überführen. Ein Polynom vom 
Grade n hat aber nicht mehr als n Nullstellen. Die oben bestimmten 
n. Automorphismen « — «P” sind also die einzigen. 

Die für @F(p") gültigen Sätze ergeben, für n = 1 spezialisiert 
und auf den Restklassenring Z/(p) angewandt, bekannte Sätze der 
elementaren Zahlentheorie, nämlich: 


1. Eine Kongruenz nach p hat höchstens so viel Wurzeln mod 7, 
wie ihr Grad beträgt. 
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2. Der Fermatsche Satz 
aprl=](p) für aE0(p). 


3. Es gibt eine ‚„Primitivzahl { modulo p“, so daß jede zu p teiler- 
fremde Zahl 5b einer Potenz von £ mod p kongruent ist. (Oder: Die 
Gruppe der Restklassen mod p mit Ausschluß der Nuliklasse ist 
zyklisch.) 

4. Das Produkt aller von Null verschiedenen Elemente aı ‚aa, ..., 
ar eines GF(p®) ist — 1 wegen 


h 
ıh—1l1=1Il (x —a,). 
1 


Für n = 1 ergibt das den ‚‚Wilsonschen Satz“: 


P-)!=—-1(p). 


Aufgaben. 1. Jeder Unterkörper von GF(p®) ist ein G@F(p"), wobei der 
Grad m ein Teiler von rn ist. Zu jedem Teiler m von n gibt es genau einen 
Unterkörper @F(p”) in @F(p"), dessen Elemente a durch 


ap” —=q 


gekennzeichnet sind. 

2. Ist r teilerfremd zu p? — 1, so ist jedes Element von @F(p”) eine r-te 
Potenz. Ist r Teiler von p®? — 1, so sind die und nur die Elemente « von 
GF(p*) r-te Potenzen, die der Gleichung 


a (p"-1)/r —] 


genügen. Zahlentheoretische Spezialisierung (,‚‚r-te Potenzreste‘“)! 

3. Wenn ein Primideal p in einem kommutativen Ring o nur endlichviele 
Restklassen besitzt, so ist o/p ein Galois-Feld. 

4. Man untersuche insbesondere die Restklassenringe nach den Primidea- 
len (1 + :), (3), (2 + :), (7) im Ring der ganzen Gaußschen Zahlen. 

5. Man gebe die in @F (3) irreduzible Gleichung für eine primitive achte 
Einheitswurzel in @F (9) an, ebenso die in G F (2) irreduzible Gleichung für eine 
primitive siebente Einheitswurzel in @F (8). 

6. Es gibt zu jedem p und m ganzzahlige Polynome f(x) vom m-ten Grad, 


die mod p irreduzibel sind. Alle diese sind (mod p) Teiler von x?” — x. 
Eine interessante Eigenschaft der Galois-Felder hat ©. CHEVALLEY be- 
wiesen: Abh. math. Sem. Hamburg Bd. 11 (1935), S. 73. 


$ 44. Separable und inseparable Erweiterungen 


A sei wieder ein kommutativer Körper. 

Wir fragen: Kann ein in A[x] irreduzibles Polynom in einem Er- 
weiterungskörper mehrfache Nullstellen haben ? 

Damit f(x) mehrfache Nullstellen besitzt, müssen f(x) und f(x) 
einen nichtkonstanten Faktor gemein haben, der sich nach $ 41 schon 
in A[x] berechnen läßt. Ist f(x) irreduzibel, so kann f(x) mit einem 
Polynom niedrigeren Grades keinen nichtkonstanten Faktor gemein 
haben; es muß also f’(x) = 0 sein. 
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Wir setzen 


[(&) — 2,08", 


f(&) = >, al, 
1 


Soll f(x) = 0 sein, so muß jeder Koeffizient verschwinden: 
ya,—0 v=1,2,...). 


Im Fall der Charakteristik Null folgt daraus a, = 0 für alle » = 0. 
Ein nichtkonstantes Polynom kann also keine mehrfache Nullstelle 
haben. — Im Fall der Charakteristik p ist va, = 0 auch für a, + 0 
möglich; dann muß aber 


v=0(p) 


sein. Damit f(x) eine mehrfache Nullstelle hat, müssen also alle 
Glieder verschwinden mit Ausnahme der Glieder a,” mit v = 0(p); 
mithin hat f(x) die Gestalt 


f(x) = a0 + QpaP + apa? + --. 


Umgekehrt: wenn f(x) diese Gestalt hat, so ist f(x) = 0. 
Wir können in diesem Fall schreiben: 


f(x) = p(a@P). 


Damit ist bewiesen: Für Charakteristik Null hat ein in A[«] irre- 
duzibles Polynom f(x) nur einfache Nullstellen; für Charakteristik p hat 
f(x) (wofern es nichtkonstant ist) dann und nur dann vielfache Null- 
stellen, wenn f(x) sich als Funktion von xP schreiben läßt. 

Im letzteren Fall kann es sein, daß »(x) seinerseits Funktion von 
xP ist. Dann ist f(x) Funktion von x?*. Es sei f(x) Funktion von x?°: 


I(&) — y(xP) D 


aber nicht Funktion von x?*". Natürlich ist y(y) irreduzibel. Weiter- 
hin ist y’(y) = 0; sonst wäre nämlich y(y) = xy (y?P), also f(x) = 
x(xP), entgegen der Voraussetzung. — Also hat y(y) lauter einfache 
Nullstellen. 

Wir zerlegen y(y) in einem Erweiterungskörper in Linearfaktoren: 


yv(y) = 1 Yy—Bi). 


Daraus folgt: 
(x) — ]l (xp? — ßi) . 
1 
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Es sei «; eine Nullstelle von x?’ — ß;. Dann ist 
pi; 
ae = — = (tr — u). 


Also ist «; eine p®-fache Nullstelle von x?’ — ß;, und es ist 
fa) = I (x — u)”. 
1 


Alle Nullstellen von f(x) haben also die gleiche Vielfachheit p®. 

Der Grad m des Polynoms % heißt der reduzierte Grad von f(x) 
(oder von &;); e heißt der Exponent von f(x) (oder von «;) in bezug 
auf A. Zwischen dem Grad, dem reduzierten Grad und dem Ex- 
ponenten besteht die Beziehung 


n=mp*e. 


m ist zugleich die Anzahl der verschiedenen Nullstellen von f(x). 

Ist 9 Nullstelle eines in A[x] irreduziblen Polynoms mit lauter 
getrennten (einfachen) Nullstellen, so heißt # separabel oder von erster 
Art!in bezug auf A. Auch das irreduzible Polynom f(x), dessen Null- 
stellen alle separabel sind, heißt separabel. Im entgegengesetzten Fall 
heißen das algebraische Element # und das irreduzible Polynom f(x) 
inseparabel oder von zweiter Art. Schließlich heißt ein algebraischer 
Oberkörper 2, dessen Elemente sämtlich separabel in bezug auf A 
sind, separabel in bezug auf A und jeder andere algebraische Ober- 
körper inseparabel. 

Im Fall der Charakteristik Null ist nach dem Vorigen jedes irre- 
duzible Polynom (mithin auch jeder algebraische Erweiterungskör- 
per) separabel. Wir werden später noch sehen, daß die meisten 
wichtigen und interessanten Körpererweiterungen separabel sind, 
und daß es ausgedehnte Klassen von Körpern gibt, die keiner in- 
separablen Erweiterungen fähig sind (sog. ‚vollkommene Körper‘). 
Aus diesem Grunde sind im folgenden alle Untersuchungen, die sich 
insbesondere mit inseparablen Erweiterungen beschäftigen, mit 
kleinen Typen gedruckt. 

Wir betrachten nun den algebraischen Körper 2’ = A(d). Wäh- 
rend der Grad rn der definierenden Gleichung f(x) = 0 zugleich den 
Körpergrad (2':A) angibt, gibt der reduzierte Grad m zugleich die 
Anzahl der Isomorphismen des Körpers 2 an, in folgendem präzisier- 
ten Sinne: Wir betrachten nur solche Isomorphismen Z'> 2”, welche 
alle Elemente des Unterkörpers A fest lassen, mithin 2 in äqui- 
valente Körper 2” überführen (‚relative Isomorphismen von 2& in 


1 Der Ausdruck ‚‚von erster Art‘ stammt von STEINITZ. Ich schlage das 
Wort ‚separabel‘ vor, das in mehr suggestiver Weise zum Ausdruck bringen 
soll, daß alle Nullstellen von f(x) getrennt liegen. 
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bezug auf A“), und weiter nur solche, bei denen der Bildkörper 2” 
mit & zusammen innerhalb eines passend gewählten Oberkörpers (2 
liegt. Dann gilt der Satz: 

Bei passender Wahl des Oberkörpers 2 hat &—= A(d) genau m 
relative Isomorphismen, und bei keiner Wahl von (2 hat 3 mehr als m 
solche Isomorphismen. 


Beweis. Jeder relative Isomorphismus muß ? in eine konjugierte 
Größe 9’ in 2 überführen. Wählt man nun 2 so, daß f(x) in Q ganz 
in Linearfaktoren zerfällt, so hat d tatsächlich m Konjugierte 9, d',... 
Wie man aber auch (2 wählt, niemals hat 9 mehr als m Konjugierte. 
Man beachte nun, daß ein relativer Isomorphismus A(9) z A(%°) 
vollständig durch die Angabe # — 9' bestimmt ist. Soll nämlich # 
in 9 übergehen und jede Größe aus A fest bleiben, so muß 

L& (ik D% (ax E A) 
in 

La, dk 
übergehen, und das bestimmt den Isomorphismus. — 

Ist speziell 9 separabel, so ist m = n, mithin die Anzahl der 
relativen Isomorphismen gleich dem Körpergrad. 

Wenn man einen festen Oberkörper zur Verfügung hat, in dem 
jede Gleichung f(x) = 0 ganz in Linearfaktoren zerfällt (wie im Körper 
der komplexen Zahlen), so kann man für Q ein für allemal diesen 
festen Oberkörper wählen und den Zusatz ‚‚in (2 bei Aussagen über 
Isomorphismen immer weglassen. So wird es in der Theorie der Zahl- 
körper immer getan. Wir werden später sehen, daß man sich auch 
bei abstrakten Körpern ein solches (2 verschaffen kann. 

Aufgaben. 1. Ist // ein Körper von der Charakteristik p und x eine Un- 
bestimmte, so ist die Gleichung 2? — x = 0 in I/(x) [z] irreduzibel und der 
durch die Gleichung definierte Körper //(x1/?) inseparabel über J/ (x). 

2. Man konstruiere die relativen Isomorphismen in bezug auf den ratio- 


nalen Grundkörper Q: 

a) des Körpers der fünften Einheitswurzeln, 

b) des Körpers Q (V 2) 

Eine Verallgemeinerung des obigen Satzes ist der folgende: 

Wenn ein Oberkörper Z aus A entsteht durch sukzessive Adjunktion von m 
algebraischen Größen a1, ..., &m und wenn jedes «; Wurzel einer in A(aı, ...,&i-ı) 
irreduziblen Gleichung vom reduzierten Grad n; ist, so hat & in einem passenden 


m 
Oberkörper Q genau Il n} relative Isomorphismen in bezug auf A, und in keinem 
1 


Mm 
Oberkörper gibt es mehr als Il n'; solche Isomorphismen von Z&. 
1 


Beweis. Der Satz wurde für m = 1 eben bewiesen. Er möge also für 
&ı = A(aı, ..., %&m-ı) schon als richtig erkannt sein: es gebe in einem passenden 
m—1l 


Q, genau I] n; relative Isomorphismen von &1 und niemals mehr. Einer dieser 
1 
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m—] 
II rn} Isomorphismen sei &} — &1. Wir behaupten nun, daß dieser Isomorphis- 
1 


mus sich in einem passenden (2 auf genau n,, Weisen zu einem Isomorphismus 


I — &ı(am) & Z= %1(am) fortsetzen läßt und niemals auf mehr als n,„ Arten. 

&m genügt in Zı einer Gleichung fı (x) = 0 mit genau n,, verschiedenen 
Wurzeln. Durch die Isomorphie &| — £1 möge fı (x) in fı(x) übergehen. Dann 
hat fı(z) in einem passenden Erweiterungskörper wieder n„, verschiedene 
Wurzeln und niemals mehr. Eine dieser Wurzeln sei «m. Nach Wahl von an 
läßt sich der Isomorphismus £| = 21 in einer und nur einer Weise zu einem 
Isomorphismus 2] (&m) Z 21 (&m) mit &m — &m fortsetzen: diese Fortsetzung 
ist nämlich gegeben durch die Formel 


co, Lcrah. 


Da man die Wahl von a„ auf n,, Arten treffen kann, so gibt es n,, solche Fort- 

setzungen zu jedem gewählten Isomorphismus &} — 21. Da man diesen Iso- 
m—1 

morphismus seinerseits auf I] n{ Arten wählen kann, so gibt es im ganzen (in 


1 
einem solchen Oberkörper 2, in dem alle in Betracht kommenden Gleichungen 
vollständig zerfallen) m-—1 


m 
In nm = In. 


relative Isomorphismen für 2 und niemals mehr, q.e.d. 
Ist n; der volle (nichtreduzierte) Grad von «a; in bezug auf A(xı, ..., &-ı)» 
so ist n; zugleich der Körpergrad von A (a1, ..., &)in bezug auf A (a1, ..., &-ı); 


M 
mithin ist der Körpergrad (2: 4) gleich Il n;. Vergleichen wir diese Anzahl mit 
m l 
der Isomorphismenzahl II n}, so folgt: 


Die Anzahl der relativen Isomorphismen eines endlichen Erweiterungskörpers 
2 = A(cı, ...,&m) in bezug auf A (in einem passenden Erweiterungskörper 2) 
ıst dann und nur dann gleich dem Körpergrad (2: A), wenn jedes «; separabel in 
bezug auf das zugehörige A(aı,...,&-ı) ist. Ist dagegen auch nur ein &; in- 
separabel, so ist die Isomorphismenzahl kleiner als der Körnergrad. 

Aus diesem Satz fließen sofort eine Anzahl wichtige Folgerungen. Der Satz 
besagt zunächst, daß die Eigenschaft, daß jedes «; separabel in bezug auf den 
Körper der vorangehenden ist, eine Eigenschaft des Körpers & darstellt, un- 
abhängig von der Wahl der Erzeugenden «;. Da man jede beliebige Größe f des 
Körpers als erste Erzeugende wählen kann, so folgt sofort, daß jede Größe f des 
Körpers 2 separabel ist, sobald alle «x; es im angegebenen Sinne sind. Mithin: 

Adjungiert man zu A sukzessive die Größen «1, ..., &n und ist jedes &; sepa- 
rabel in bezug auf den Körper der vorangehenden, so ıst der entstehende Körper 

= Alaı, ..., An) 
separabel über 4. 

Insbesondere: Summe, Differenz, Produkt und Quotient separabler Größen 
sind separabel. 

Weiter: Ist 8 separabel in bezug auf Z und 2 separabel in bezug auf A, so 
ist 8 separabel in bezug auf A. Denn ß genügt einer Gleichung mit endlichvielen 
Koeffizienten «ı,...., &m aus 2, ist also separabel in bezug auf A(aı, ..., &m)- 
Daher ist auch 

Alaı, .e.;, Ams ß) 


separabel. 
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Schließlich haben wir: Die Anzahl der relativen Isomorphismen eines sepa- 
rablen endlichen Erweiterungskörpers & von A ist gleich dem Körpergrad (2:4). 

Da nach dem Vorigen alle rationalen Operationen, ausgeübt auf separable 
Elemente, wieder separable Elemente ergeben, so bilden in einem beliebigen 
Oberkörper 2 von A die separablen Größen für sich einen Körper (2%. Man kann 
2, auch beschreiben als die größte separable Erweiterung von 4A, die in 2 liegt. 

Ist @ algebraisch in bezug auf A, aber nicht notwendig separabel, so liegt 
von jedem Element « von £2 die p°-te Potenz in 2,, wenn e der Exponent des 
betreffenden Elements ist. Aus den Betrachtungen zu Anfang dieses Para- 
graphen folgt nämlich unmittelbar, daß «&?° einer Gleichung mit lauter ver- 
schiedenen Wurzeln genügt. Also: 

(2 entsteht aus Qu durch Ausziehung von lauter p*-ten Wurzeln. 

Ist 2 insbesondere endlich in bezug auf A, so sind die Exponenten e 
natürlich beschränkt. Der größte unter ihnen, der wieder mit e bezeichnet 
werden soll, heißt der Exrponent von 2. Der Grad von 020 über A heißt der 
reduzierte Grad von 2 über 4. 

Man kann natürlich die Ausziehung der p*-ten Wurzeln auch durch suk- 
zessive Ausziehung von p-ten Wurzeln erreichen. Bei Ausziehung einer p-ten 
Wurzel, die nicht schon im Körper vorhanden war (also bei Adjunktion einer 
Wurzel einer irreduziblen Gleichung 2? — ß = 0), multipliziert sich der Kör- 
pergrad mit p. Also wird schließlich, wenn man insgesamt f-mal eine p-te 
Wurzel ausgezogen hat, 


(2:4) = (20: A): pf 


oder 
Grad = reduzierter Grad - p/, 


wie bei einfachen inseparablen Erweiterungen. 


Aufgabe. 3. Sind für eine endliche inseparable Erweiterung e und f wieoben 
definiert, so ist e < f. Bei einer einfachen Erweiterung ist e = f. 


$ 45. Vollkommene und unvollkommene Körper 


Ein Körper A heißt vollkommen, wenn jedes in A[x] irreduzible 
Polynom f(x) separabel ist. Jeder andere Körper heißt unvollkommen. 

Wann ein Körper vollkommen ist, kommt in den folgenden bei- 
den Sätzen zum Ausdruck: 

I. Körper von der Charakteristik Null sind immer vollkommen. 


Beweis. Siehe $ 44. 

Il. Ein Körper von der Charakteristik p ist dann und nur dann 
vollkommen, wenn es zu jedem Element im Körper eine p-te Wurzel gibt. 

Beweis. Wenn es zu jedem Element eine p-te Wurzel im Körper 


gibt, so ist jedes Polynom f(x), das nur Potenzen von x? enthält, 
eine p-te Potenz, wegen: 


Io) = Yan am) = 3. \Varat "= | Zyarat)”; 


d. h. jedes irreduzible Polynom ist in diesem Fall separabel, mithin 
der Körper vollkommen. 
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Andererseits: Gibt es ein Element « im Körper, das keine p-te 
Potenz ist, so betrachten wir das Polynom 


I&)=x2r7 — a. 


Ein unzerlegbarer Faktor von f(x) sei (x). Nach Adjunktion von 
yV x = ß zerfällt f(x) in lauter gleiche Linearfaktoren (x — ß), also ist 
p (x), als Teiler von f(x), ebenfalls eine Potenz von (x — ). Wäre o(x) 
linear, also o(x) = x — f, so würde f zum Körper A gehören, ent- 
gegen der Voraussetzung. Somit ist (x) = (x — P)* mitk>L1ein 
inseparables irreduzibles Polynom über 4, folglich A ein unvollkom- 
mener Körper. Übrigens ist der Grad von g(z) nach $ 44 notwendig 
durch 7 teilbar, also in diesem Fall gleich p, d.h. es ist o(x) = f(x). 

Aus II und dem letzten Satz von $ 43 folgt unmittelbar: 

Alle Galois- Felder sind vollkommen. 

Ein Körper (2 heißt algebraisch abgeschlossen, wenn in Q[x] jedes 
Polynom in Linearfaktoren zerfällt In einem solchen Körper ist 
jedes irreduzible Polynom linear; mithin: 

Alle algebraisch-abgeschlossenen Körper sind vollkommen. 

Aus der Definition des vollkommenen Körpers folgen unmittelbar 
die beiden Sätze: 

Jede algebraische Erweiterung eines vollkommenen Körpers ist in 
bezug auf diesen separabel. 

Zu einem unvollkommenen Körper gibt es inseparable Erweiterun- 
gen. 

Diese inseparablen Erweiterungen erhält man nämlich, indem 
man irgendeine Nullstelle einer Primfunktion zweiter Art adjungiert. 

Die beim Beweis von II gemachte Bemerkung, daß in einem voll- 
kommenen Körper von der Charakteristik » jedes Polynom f(x), das 
nur von xP abhängt, eine p-te Potenz ist, gilt kraft ihres Beweises 
auch für Polynome in mehreren Veränderlichen f(x, %, 2, ...), die zu- 
gleich Polynome in x?, yP,zP,... sind. Auch dies ist eine oft ver- 
wendete Eigenschaft der vollkommenen Körper von der Charakte- 
ristik 2. 

Aufgabe. 1. Jede algebraische Erweiterung eines vollkommenen Körpers 
ist vollkommen. 


$ 46. Einfachheit von algebraischen Erweiterungen. 
Der Satz vom primitiven Element 


Wir wollen untersuchen, in welchen Fällen eine kommutative 
endliche Erweiterung 2 eines Körpers / einfach ist, d.h. durch Ad- 
junktion eines einzigen erzeugenden oder ‚‚primitiven‘‘ Elements ent- 
steht. Auf diese Frage gibt der folgende Satz vom primitiven Element 
in einer weiten Klasse von Fällen Antwort. Er lautet: 
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Es sei A (aı, ..., &n) ein endlicher algebraischer Erweiterungskörper 
von A und aa, ..., &n separable Elemente!. Dann ıst A (aı,...., &n) eine 
einfache Erweiterung: 


Alcı,...,‚&)=A(9). 


Beweis. Wir beweisen den Satz zunächst für zwei Elemente «, ß, 
von denen zumindest 8 separabel sein soll. Es sei f(x) = 0 die irre- 
duzible Gleichung für «, 9(x) = 0 die für 8. Wir gehen in einen Kör- 
per, in dem f(x) und g(x) vollständig zerfallen. Die verschiedenen 
Nullstellen von f(x) seien «ı, ..., &r; die von g(x) seien ßı, -.-, Ps; es 
sei etwa &ı =, fı = 

Wir können voraussetzen, daß A unendlichviele Elemente hat; 
denn andernfalls hat auch A («, ) nur endlichviele, und für endliche 
Körper wurde die Existenz eines primitiven Elements (sogar einer 
primitiven Einheitswurzel, von der alle Körperelemente außer der 
Null Potenzen sind) bereits in $ 43 bewiesen. 

Für k # List x = fı, also hat die Gleichung 


st 2ßfk=nıHt zpı 


für jedes : und jedesk = 1 höchstens eine Wurzel x in A. Wählt man 
nun c verschieden von den Wurzeln aller dieser linearen Gleichungen, 
so ist für jedes » und k = 1: 


GtePr FaRı +eßı. 
Wir setzen 
»=aı+cPfı =a+tch. 


Dann ist # Element von A(«, ß). Ich behaupte, daß d schon die 
Eigenschaft des gesuchten primitiven Elements hat: A («, Bß) = A(9). 
Das Element ß genügt den Gleichungen 


@—-.cd)=fa)=P0, 
deren Koeffizienten in A(d) liegen. Die Polynome g (x), f(® — cx) 
haben auch nur die Wurzel f gemein; denn für die weiteren Wurzeln 
r(k = 1) der ersten Gleichung ist 
d—cPkr + =|],...,r), 
also 
da — cßr) #0. 


ß ist eine einfache Wurzel von g(x); demnach haben g(x) und 
(® — cx) nur einen Linearfaktor x — ß gemein. Die Koeffizienten 
dieses größten gemeinsamen Teilers müssen schon in A(®) liegen; 


1 Ob auch «ı und damit der ganze Körper separabel ist, ist gleichgültig. 
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ß liegt also in A(9). Aus« = % — cß folgt dasselbe für «, mithin ist 
in der Tat A(c, 8) = A(9). 

Damit ist unser Satz für h = 2 bewiesen. Ist er für k — 1 schon 
bewiesen, so hat man 


Alaı,..,on-)=A(n), 


also 


Alaı,..,a)= Ann) =A(d), 


nach dem schon bewiesenen Teil des Satzes; mithin folgt der Satz 
für h. 
Folgerung. Jede separable endliche Erweiterung ist einfach. 
Dieser Satz vereinfacht die Untersuchung der endlichen sepa- 
rablen Erweiterungen sehr, da wir Struktur und Isomorphismen 
dieser Erweiterungen vermöge der übersichtlichen Basisdarstellung 


n—1 

» a, Ok 

0 
leicht beherrschen. Zum Beispiel ergibt sich jetzt ein neuer Beweis 
für die in $44 (kleine Typen) mittels sukzessiver Fortsetzung von 
Isomorphismen bewiesene Tatsache, daß eine endliche separable Er- 
weiterung 2 von A so viele Isomorphismen relativ zu A besitzt, wie der 
Grad (2: A) angibt. Denn für einfache separable Erweiterungen wurde 


diese Behauptung schon vorher in $ 44 bewiesen, und jede endliche 
separable Erweiterung ist, wie wir jetzt wissen, eine einfache. 


6 47. Normen und Spuren 


Es sei 2 ein endlicher Erweiterungskörper von A oder allgemeiner 
ein Ring, der gleichzeitig ein Vektorraum endlichen Ranges über dem 
Körper A ist. Die Ringelemente lassen sich dann durch n Basis- 
elemente uı,..., ün mit Koeffizienten aus A ausdrücken: 


uU=uUCıt '' + Unen- 
Für beliebige t, u, v aus 2 gilt 
tu+v)=tu+ttv, 
t(uc) = (tu)c (ceA). 


Also ist die Linksmultiplikation mit t eine lineare Transformation 
von 2Z’in sich. Die Matrix 7’ dieser Transformation in bezug auf die 
Basis v1, ..., Un wird durch 


(1) tur = > uilir 


definiert. Die Determinante D(T) dieser Matrix, die nach $25 von 
der Wahl der Basis unabhängig ist, heißt die reguläre Norm oder 
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kurz Norm von tin Z über /: 
(2) N(t)= D(T) = Det(t;x). 


Man kann die Norm wegen (1) auch als Determinante der Vek- 
toren tu; in bezug auf die Basis v1, ...., u„ definieren: 


(3) N (t) = D(tuı,...,tun). 


Die Spur S(7) der Matrix 7 ist nach $ 26 ebenfalls von der Basis- 
wahl unabhängig; sie heißt die reguläre Spur oder kurz Spur von t 
in 2 über 4: 

(4) S()= S(T) = ter. 

Ist dem Element t die Matrix T und dem Element !’ die Matrix 7’ 
zugeordnet, so ist dem Produkt if’ die Produktmatrix 77T’ und der 
Summe ? + f’ die Summe 7 + T’ zugeordnet. Daraus folgt: 


(9) Nt)=NÖON(), 
(6) SE+F)=S) HS). 
Von jetzt an setzen wir voraus, daß 2 ein Schiefkörper ist, der 
den Unterkörper A im Zentrum enthält: 
cCU=Uuc für cef, uve?. 


Jedes Element t von 2 ist in einem kommutativen Körper 4 (t) 
enthalten und es gibt ein Minimalpolynom 


pl) = 27 Harz” + Gm 


mit der Eigenschaft @(t) = 0. Die Struktur des einfachen Erweite- 
rungskörpers A(t) ist durch das Minimalpolynom vollständig be- 
stimmt, also muß es möglich sein, Norm und Spur von tin A(t) aus 
den Koeffizienten des Minimalpolynoms zu berechnen. 


Als Basis v1, ...., Um für A(t) wählen wir 
(7) 1,2,12,...,tm-1, 
Multipliziert man die Basisvektoren mit t, so erhält man 
(8) 1,12, 13,...,im. 


Drückt man nun, wie es in (1) verlangt wird, die Vektoren (8) 
durch die Basisvektoren (7) aus, so erhält man 


t — t 

Ro = 12 

im-1 = m-1 
im = — Anl — am-ılt — -.. — aim, 
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Die Summe der Diagonalelemente der Transformationsmatrix ist 
— aı, also ist die Spur von tin A(t) 
(9) s()= —aı. 
Die Norm von tin A(t) ist die Determinante der Vektoren (8): 
n(t) = Dit, t2,..., tm). 


Wir werten diese Determinante nach den Regeln der Determinanten- 
rechnung aus. Zunächst vertauschen wir die Vektoren: 


(10) n(t) = (— 1) m-1D(im, t,12,...,tm-1). 
Sodann drücken wir t”? durch 1, t,..., t@-1 aus: 
(11) im — — Am1 — Am-ıt — Am-2t? — *" — aim, 


Eine Determinante mit zwei gleichen Spaltenvektoren ist Null, also 
brauchen wir von allen Gliedern rechts in (11) nur das erste zu be- 
rücksichtigen und erhalten 


n(t) = (— 1)m-1D(— aml,t,t2,..., tm-1) 
— (— 1)m am D(1,t,12,...., tm-1) 


oder, da die Determinante aus den Basisvektoren gleich Eins ist, 
(12) n(t) = (— 1)Pam- 


Spur und Norm von tin A(t) sind also bis auf das Vorzeichen 
gleich dem zweiten und dem letzten Koeffizienten des Minimal- 
polynoms 9 (2). | 

In einem geeigneten Erweiterungskörper von A(t) zerfällt das 
Minimalpolynom (2) ganz in Linearfaktoren: 


(13) (2) = (2 —tı)... (2 — im) (tı=. 
Man hat dann 
(14) n(t) = (— 1)Mam =tıla...tm; 
(15) sl)=—-a=h+ttz+'"+tm: 

Die Norm und die Spur von tin A(t) über A sind also gleich dem 
Produkt und der Summe der zu i konjugierten Elemente tı,..., im 


im Zerfällungskörper von (2), wobei jede Konjugierte f; so oft zu 
nehmen ist als der entsprechende Faktor t; in der Zerlegung (13) 
vorkommt. Ist ti separabel über A, so ist jede Konjugierte nur einmal 
zu nehmen. 

Mit derselben Methode, nur mit etwas mehr Rechnung können 
wir nun die Norm N (t) und die Spur S(t) von tin 2 berechnen. Ist 
wieder m der Grad von A(t) über A und g der Grad von & über A (t), 
so ist n = mg der Grad von Z über A. Eine Basis von A(t) über A 
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wird von den Potenzen (6) gebildet. Eine Basis von 2 über A(t) sei 
v1, ...,dg. Dann bilden die Produkte 


lvı,tvi,...,‚tm-lvı;1lva,...; 19g,...,tmiv, 


eine Basis für 2 über A. Multipliziert man die Basiselemente von 
links mit t und drückt die Produkte wieder durch die Basis aus, so 
ergibt sich als Summe der Diagonalelemente 
st)=(-a)+""+(-a)=g'(-aı) 

oder 
(16) S)=g'"s(l). 

Die Determinante der mit i multiplizierten Basiselemente ist 

N (t) = Ditvi, Bvi1,..., Mvı;...;tvg,...,EM vg) 

— (— 1)g (m) D(tmv,) ,tvi,fvi,...;...;5Mvg,tvg,...,‚tmiv,). 
Drückt man wieder iR durch 1,t,..., tn-1 aus und wendet die 
Determinantensätze an, so erhält man 

N) = (— 1) 9" am 9 = {(— 1mam} 
oder 
(17) NÜ)=n(), 


also: 

Die Norm in & ist die g-te Potenz der Norm in A(t) und die: Spur 
ist das g-fache der Spur in Alt). 

Wegen (14) und (15) kann man diese Ergebnisse auch so schrei- 
ben: 


(18) Nt)=(Hlz2...tm); 
(19) So)=glıttt+ "+ im): 
Aufgaben. 1. Die Norm einer komplexen Zahl a + bi ist 
N(a-+bi)=a? +52 


und die Spur ist 
S(a+b:)=2a. 


2. Die Norm von a + bYd im quadratischen Körper A (Yd) ist zu berech- 


_ [a b 
A=(2a) 
im Ring aller zweireihigen quadratischen Matrices über dem Grundkörper A 


ist das Quadrat der Determinante: 
N(A)=(ad — bc)2. 


nen. 
3. Die Norm einer Matrix 
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Siebentes Kapitel 
Fortsetzung der Gruppentheorie 


Inhalt. In den $$ 48 und 49 wird eine Erweiterung des Gruppen- 
begriffs besprochen. $8 50 bis 52 enthalten wichtige allgemeine Sätze 
über Normalteiler und ‚Kompositionsreihen‘, während $$ 53 und 54 
speziellere Sätze über Permutationsgruppen enthalten, die nur in der 
Theorie von GALOIS nachher gebraucht werden. 


G 48. Gruppen mit Operatoren 


In diesem Paragraphen soll der Gruppenbegriff erweitert werden, 
wodurch alle folgenden Untersuchungen eine größere Allgemeinheit 
erhalten, die für spätere Anwendungen (Kap. 17 bis 19) nötig ist. 
Derjenige Leser, der sich im Augenblick nur für die Galoissche Theo- 
rie interessiert, kann diesen und den nächsten Paragraphen ruhig 
übergehen ; er möge bei den folgenden Paragraphen an (etwa endliche) 
Gruppen im bisher betrachteten Sinn denken. 

Es sei gegeben: erstens eine Gruppe (im gewöhnlichen Sinn) ©, 
mit Elementen a, b,....; zweitens eine Menge 42 von neuen Dingen n, 
©, ..., die wir Operatoren nennen. Zu jedem © und jedem a sei ein 
Produkt ©a (‚der Operator © angewandt auf das Gruppenelement 
a‘‘) definiert; dieses Produkt gehöre wieder der Gruppe ® an. Weiter 
wird angenommen, daß jeder einzelne Operator © ‚distributiv“ ist, 
d.h. daß 


(1) lab) =Oa-Ob 


ist. Anders ausgedrückt: Die ‚„Multiplikation‘‘ mit dem Operator © 
soll ein Endomorphismus der Gruppe ® sein!. Sind alle diese Be- 
dingungen erfüllt, so nennt man ® eine Gruppe mit Operatoren, 2 den 
Operatorenbereich. 

Eine zulässige Untergruppe von ®& (in bezug auf den Operatoren- 
bereich 2) soll eine solche Untergruppe 9 sein, die wieder die Opera- 
toren von Q gestattet; d. h.: wenn a zu 9 gehört, so soll auch jedes 
Oa zu 9 gehören. Ist die zulässige Untergruppe zugleich Normal- 
teiler, so spricht man von einem zulässigen Normalteiler. 


Beispiele. 1. Die Operatoren seien die inneren Automorphismen 
von ©: 
Oa=cac-. 


Zulässig sind diejenigen Untergruppen, die mit jedem a auch jedes 
cac-i enthalten, d.h. die Normalteiler. 


1 Daraus folgt, daß bei der ‚„‚Multiplikation‘‘ mit © das Einselement in das 
Einselement, Inverses in Inverses übergeht. 
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2. Die Operatoren seien die sämtlichen Automorphismen von ®. 
Zulässig sind diejenigen Untergruppen, die bei jedem Automorphis- 
mus in sich übergehen ; man nennt sie charakteristische Untergruppen. 

3. © sei ein Ring, aufgefaßt als Gruppe gegenüber der Addition. 
Der Operatorenbereich 2 sei derselbe Ring; das Produkt Oa sei 
einfach das Ringprodukt. Alsdann ist (1) das gewöhnliche Distri- 
butivgesetz: 

r(a+b)=ra-+rb. 
Zulässige Untergruppen sind die Linksideale, d.h. diejenigen Unter- 
gruppen, die mit jedem a auch alle ra enthalten. 

4. Es kann unter Umständen von Vorteil sein, die Operatoren © 
rechts von den Gruppenelementen zu schreiben, also a@ statt Oa zu 
schreiben. Dann lautet (1): 

(db) =a9:-bO. 
Faßt man z.B. die Elemente eines (als additive Gruppe gedachten) 
Ringes als derartige Rechtsoperatoren auf, wobei a® wiederum das 
Ringprodukt sein soll, so erhält man als zulässige Untergruppen die 
Rechtsideale. 

5. Schließlich kann man einen Teil der Operatoren links, einen 
anderen Teil rechts schreiben. Nimmt man z. B. zu einem Ring als 
Operatoren sowohl die als Linksmultiplikatoren betrachteten Ele- 
mente des Ringes als auch dieselben Elemente als Rechtsmultiplika- 
toren, so erhält man als zulässige Untergruppen die zweiseitigen 
Ideale. 

6. Als Modul bezeichnet man, wie gesagt, jede additiv geschrie- 
bene abelsche Gruppe. Auch ein Modul kann einen Operatorenbereich 
haben; dieser heißt hier auch Multiplikatorenbereich. Es gilt dann 


Ia+b)=9a+—9b. 


Meist nimmt man an, der Multiplikatorenbereich sei ein Ring und 

es sei 

2) UK 
(mO)a=n(Oa) 


[bzw., wenn die Multiplikatoren rechts geschrieben werden, a(n®) 
= (an)9]. Es folgt dann (n — O)a = na — Oa und 0-a= 0 (die 
erste Null ist das Nullelement des Ringes, die zweite das Nullelement 
des Moduls). Ist o der Ring, so spricht man von o-Moduln oder 
Moduln in bezug auf den Ring vo. Wenn der Ring ein Einselement e 
hat, so nimmt man sehr oft an, das Einselement sei zugleich, ‚„Ein- 
heitsoperator‘‘; d.h. es sei e-a=a für alle a aus ©. 

7. Jeder (Rechts- oder Links-)Vektorraum über K ist ein 
K-Modul. 

8. Die Gesamtheit aller Endomorphismen einer abelschen Gruppe 
(d.h. aller homomorphen Abbildungen auf sich selbst oder auf echte 


148 Fortsetzung der Gruppentheorie 


Teilmengen) ist ein Operatorenbereich, der zu einem Ring wird, wenn 
man die Summe und das Produkt zweier Homomorphismen durch die 
Formeln (2) (in denen das Pluszeichen rechts die Verknüpfung der 
Gruppenelemente andeutet) definiert. Dieser Ring heißt der Endo- 
morphismenring der abelschen Gruppe. 

Aus diesen Beispielen ist ersichtlich, wie weit das Anwendungs- 
gebiet der Gruppen mit Operatoren reicht. 

Aufgaben. 1. Der Durchschnitt zweier zulässiger Untergruppen ist wieder 
eine zulässige Untergruppe. Dasselbe gilt für zulässige Normalteiler. 

2. Das Produkt AB von zwei miteinander vertauschbaren zulässigen Un- 
tergruppen ist wieder eine zulässige Untergruppe. Speziell für Moduln: Die 


Summe (UV, 8) von zwei zulässigen Untermoduln ist wieder ein zulässiger 
Untermodul. 


$ 49. Operatorisomorphismen und -homomorphismen 


Sind & und ® Gruppen mit demselben Operatorenbereich 2 und 
ist eine Abbildung von ® in ® gegeben, wobei jedem a ein @ ent- 
spricht und wobei einem Produkt ab das Produkt #5 und einem 0a 
das zugehörige Qä entspricht, so heißt die Abbildung ein Operator- 
homomorphismus. Ist die Bildmenge die ganze Gruppe ©, d.h. ge- 
hört jedes Element von ® zu mindestens einem Element von ®, 
so hat man eine homomorphe Abbildung von & auf &. Entspricht 
jedem & genau ein a, so hat man einen Operatorisomorphismus und 
man schreibt & £ ©. 

Ist W ein zulässiger Normalteiler von ©, so gehen die Elemente ab 
einer Nebenklasse = aN bei Anwendung des Operators © in 
Oa-@b, also in Elemente der Nebenklasse Oa-N über. Diese 
Nebenklasse Qa nennen wir das Produkt des Operators © mit der 
Nebenklasse @. Dadurch wird die Faktorgruppe EN zu einer Gruppe 
mit demselben Operatorenbereich 2, und zwar ist die Zuordnung a—ä 
eın Operatorhomomorphismus. 

Gehen wir umgekehrt von einem Operatorhomomorphismus aus, 
so erhalten wir wie in $ 10 den Homomorphiesatz: 

Ist & operatorhomomorph auf © abgebildet, so ist die Menge W der 
Elemente von ©, denen das Einheitselement von © entspricht, ein zu- 
lässıger Normalteiler in ©, und den Nebenklassen von R entsprechen 
eineindeutig und operatorisomorph die Elemente von ©: 


GON_B. 


Daß X ein Normalteiler ist, wissen wir schon aus $ 10. Daß N 
zulässig ist, ist klar; denn wenn a auf das Einselement € abgebildet 
wird, wird Oa auf O2 = & abgebildet, d.h. mit a gehört auch Oa 
zu X. Daß die Zuordnung der Nebenklassen zu den Elementen von 
& eineindeutig ist, wissen wir schon; daß sie ein Operatorisomorphis- 
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mus ist, folgt daraus, daß die gegebene Zuordnung &® —®& ein 
Operatorhomomorphismus war. 

Bei additiv geschriebenen Gruppen mit Operatorenbereich o 
(0-Moduln, speziell Ideale in o) heißt der Operatorhomomorphismus 
auch Modulhomomorphismus. Man beachte, daß bei einem solchen 
wieder Oa in ©ä übergeht, also daß © untransformiert bleibt; das 
ist der Unterschied zwischen dem Modulhomomorphismus und dem 
Ringhomomorphismus, bei dem ab in äb übergeht. Nehmen wir ein 
Beispiel: Zwei Linksideale aus einem Ring o können als o-Moduln 
aufgefaßt werden; ein Operatorhomomorphismus ordnet dann jedem 
a ein 4 und dem Produkt ra das Produkt rä zu (für r aus o). Sie 
können aber auch als Ringe aufgefaßt werden; ein Ringhomomor- 
phismus ordnet dem Produkt ra (r im Ideal) nicht rä, sondern 7ä@ zu. 

Wo immer im folgenden von „Gruppen“ schlechthin die Rede ist, 
sind auch Gruppen mit Operatoren einbegriffen. Mit ‚Untergruppen‘ 
und ‚Normalteiler‘ sind dann stillschweigend immer zulässige Unter- 
gruppen und Normalteiler, mit ‚‚Iso-“ und ‚Homomorphismen“ im- 
mer Operatoriso- und -homomorphismen gemeint. 


Aufgaben. 1. Die Ideale (1) und (2) im Ring der ganzen Zahlen sind modul- 
isomorph, aber nicht ringisomorph. 

2. Im Ring der Zahlenpaare (aı, a2) ($ 11, Aufgabe 1) sind die durch (1, 0) 
und (0, 1) erzeugten Ideale ringisomorph, aber nicht operatorisomorph. 


$ 50. Die beiden Isomorphiesätze 


Der natürliche Homomorphismus, der © auf & = &/N abbildet, 
bildet jede Untergruppe $ von ® auf eine Untergruppe $ von ® 
homomorph ab. Geht man nun von 9 wieder zurück und sucht 
in & die Gesamtheit ® derjenigen Elemente, deren Bildelemente 
(oder Nebenklassen) zu $ gehören, so kann $ unter Umständen mehr 
Elemente als die von 9 umfassen. Denn $ enthält neben jedem a aus 
95 auch alle Elemente der Nebenklasse a. Bezeichnet man mit HR 
die Gruppe, die besteht aus allen Produkten ab von einem a aus 9 
mit einem 5b aus N (vgl. Aufgabe 2, $48), so folgt X = HR und 
weiter 59 = HN/N. Andererseits ist $ auf $ homomorph abgebildet, 
also 9 isomorph der Faktorgruppe von $ nach einem Normalteiler 
von 9, der aus denjenigen Elementen von 9 besteht, denen das Ein- 
heitselement entspricht, d. h. aus denjenigen Elementen von 9, die 
zugleich zu N gehören. Daraus ergibt sich der erste Isomorphiesatz: 

Ist R Normalteiler in & und ist 9 Untergruppe von ©, so ist der 
Durchschnitt 9 NN Normalteiler in 9, und es ist! 


INNEIENNN. 


1 Bei Moduln hat man natürlich (H, N) statt HN zu schreiben. 
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Dann und nur dann wird die Gesamtheit der Elemente, die in 9 
abgebildet werden, wieder genau 9 sein, wenn 9 zu jedem a auch 
die ganze Nebenklasse aW enthält, d.h. wenn 


IN. 


Diesen Gruppen HO2% entsprechen mithin eineindeutig gewisse Grup- 
pen $ = H/R in ©. Auch ergibt jede Untergruppe 5 von ® eine 
Untergruppe HIN, bestehend aus allen Elementen aller in 9 vor- 
kommenden Nebenklassen von NR. Schließlich entsprechen den 
Rechts- und Linksnebenklassen von $ in ® die Rechts- bzw. Links- 
nebenklassen von $ in ®. Ist also $ Normalteiler in ©, so ist auch 
9 Normalteiler in © und umgekehrt. Dieses ergibt sich auf anderem 
Wege auch beim Beweis des zweiten Isomorphiesalzes: 

It © = &M, 5 Normalteiler in ©, so ist die zugehörige -Unter- 
gruppe 9 Normalteiler ın ©, und es ist 


(1) 8/5 = 8/8. 


Beweis. © ist auf & homomorph abgebildet und & wiederum auf 
/$, also ist & auf ®/$ homomorph abgebildet. Daher ist ®/$ 
isomorph der Faktorgruppe von ® nach dem Normalteiler, der aus 
denjenigen Elementen von ® besteht, denen beim Homomorphismus 
& — 6/9 das Einheitselement, d.h. beim ersten Homomorphismus 
& — © ein Element von $ zugeordnet wird. Dieser Normalteiler ist 


9. q.e.d. 
Die Isomorphie (1) läßt sich auch so schreiben: 


8/5 (ERMNEM. 


Aufgaben. 1. Man zeige mit Hilfe des ersten Isomorphiesatzes, daß die 
Faktorgruppe der symmetrischen Gruppe Sa nach der Vierergruppe 34 ($ 9, 
Aufgabe 4) isomorph der symmetrischen Gruppe ©; ist. 

2. Ebenso, daß in jeder Permutationsgruppe, die nicht aus lauter geraden 
Permutationen besteht, die geraden Permutationen einen Normalteiler vom 
Index 2 bilden. 

3. Ebenso, daß die Faktorgruppe der ebenen euklidischen Bewegungs- 
gruppe nach dem Normalteiler der Translationen isomorph der Gruppe der 
Drehungen um einen Punkt ist. 


$ 51. Normalreihen und Kompositionsreihen 


Eine Gruppe © heißt einfach, wenn sie außer sich selbst und der 
Einheitsgruppe keinen Normalteiler besitzt. 


Beispiele. Die Gruppen von Primzahlordnung sind einfach, weil 
die Ordnung einer Untergruppe ein Teiler der Ordnung der Gesamt- 
gruppe sein müßte, so daß außer dieser und der Einheitsgruppe über- 
haupt keine Untergruppe, also auch kein Normalteiler existiert. Es 
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wird später gezeigt werden, daß die alternierende Gruppe W, für 
n > 4 einfach ist ($ 53). Jeder eindimensionale Vektorraum ist ein- 
fach; denn jeder echte Teilraum hat die Dimension Null und be- 
steht nur aus dem Nullvektor. 

Eine endliche Reihe von Untergruppen einer Gruppe ®: 


(1) {$= 261226: = €} 


heißt Normalreihe, wenn für v=]1,...,! jedes &, Normalteiler in 
&,-ı ist. Die Zahl ! heißt die Länge der Normalreihe; die Faktor- 
gruppen ©,-1ı/©, heißen die Faktoren der Normalreihe. Zu beachten: 
Die Länge ist nicht die Anzahl der Glieder der Reihe (1), sondern 
die Anzahl der Faktoren ©,_1/®,. 

Eine zweite Normalreihe 


(2) {62912°"25m = € 


heißt eine Verfeinerung der ersten, wenn alle ©; aus (1) auch in (2) 
auftreten. Zum Beispiel ist für die Gruppe ©; (86) die Reihe 


{Er Ur BaD C} 
(vgl. $9, Aufgabe 4) eine Verfeinerung von 
{Er VDE}. 


In einer Normalreihe kann ein Glied beliebig oft wiederholt wer- 
den: &; = 41 = "= Öz. Kommt das nicht vor, so spricht man 
von einer Reihe ohne Wiederholungen. Eine Reihe ohne Wieder- 
holungen, die sich ohne Wiederholungen nicht mehr verfeinern läßt, 
heißt eine Kompositionsreihe. Zum Beispiel ist in der symmetrischen 
Gruppe ©; die Reihe 

{3 JU3 I €} 


eine Kompositionsreihe, ebenso in ©; die Reihe 
[SI WI Ba9{l,(12)(8A)} €). 


In beiden Fällen schließt man die Unmöglichkeit einer weiteren Ver- 
feinerung daraus, daß die Indices der aufeinanderfolgenden Normal- 
teiler in den jeweils vorangehenden sämtlich Primzahlen sind. Es gibt 
aber andere Gruppen, in denen jede Normalreihe sich weiter ver- 
feinern läßt; solche Gruppen besitzen also keine Kompositionsreihe. 
Ein Beispiel bildet jede unendliche zyklische Gruppe; denn wenn in 
einer solchen eine Normalreihe ohne Wiederholungen 


{85 613°" 6,19€} 
gegeben ist und ®;-ı etwa den Index m hat, also ©;-ı = {am} ist, 


so gibt es zwischen ®;-ı und € immer noch eine Untergruppe {a?m} 
vom Index 2m. 
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Eine Normalreihe ist dann und nur dann Kompositionsreihe, 
wenn sich zwischen je zwei aufeinanderfolgende Glieder &,-ı und 
&, kein von diesen verschiedener Normalteiler von &,_ı mehr ein- 
schieben läßt oder, was nach $ 50 auf dasselbe hinauskommt, wenn 
&,-1/®, einfach ist. Die einfachen Faktoren &,-ı/&, einer Kompo- 
sitionsreihe heißen Kompositionsfaktoren. In den beiden oben ange- 
führten Kompositionsreihen sind alle Kompositionsfaktoren zykli- 
sche Gruppen der Ordnungen 2, 3; bzw. 2, 3, 2, 2. 

Zwei Normalreihen heißen isomorph, wenn alle Faktoren ®,_1/®, 
der einen Reihe in irgendeiner Reihenfolge den Faktoren der zweiten 
Reihe isomorph sind. Zum Beispiel sind in einer zyklischen Gruppe 
{a} von der Ordnung 6 die beiden Reihen 


i{a}, {a2}, €}, 
ı{a}, {ad}, €) 


isomorph;; denn die Faktoren der ersten Reihe sind zyklisch von den 

Ordnungen 2, 3, die der zweiten Reihe zyklisch von den Ordnungen 

3,2. — Für die Isomorphie von Normalreihen werden wir im folgen- 

den der Bequemlichkeit halber ebenfalls das Zeichen = verwenden. 
Endigt eine Kette von Normalteilern 


{62612} 


mit irgendeinem Normalteiler X von ©, der nicht gleich € zu sein 
braucht, so spricht man von einer Normalreihe von © nach X; einer 
solchen entspricht eine Normalreihe 


WOA2GAI2 2UA= EC} 


der Faktorgruppe ®/A und umgekehrt. Die Faktoren der zweiten 
Reihe sind nach dem zweiten Isomorphiesatz isomorph denen der 
ersten. 

Sind zwei Normalreihen 


(92 612.26, & 


und 
{6 2 9122 Hr =} 


isomorph, so kann man zu jeder Verfeinerung der ersten eine dazu iso- 
morphe Verfeinerung der zweiten finden. Denn jeder Faktor &,-ı/&, 
ist Isomorph einem ganz bestimmten Faktor 9,„-ı/Öu; somit ent- 
spricht jeder Normalreihe für ©,_1/&, eine isomorphe Normalreihe 
für 94-ı/9„ und daher auch jeder Normalreihe von ®,-ı nach ©, 
eine isomorphe Reihe von 9,„-ı nach 9,- 

Wir können nun den folgenden, von OÖ. SCHREIER herrührenden 
Hauptsatz über Normalreihen beweisen: Zwei beliebige Normalreihen 
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einer beliebigen Gruppe ©: 
{62612 &2.29,=6}, 
{6295129229 =6)} 
besitzen isomorphe Verfeinerungen: 
{82-2132 23 --- IE} 
={62.'2912''292"26). 


Beweis. Für r = l oder s = 1 ist der Satz klar; denn dann lautet 
eine der Reihen {& 2 €}, und die andere ist ganz von selbst eine 
Verfeinerung davon. 


Wir beweisen den Satz zunächst für s = 2 durch vollständige In- 
duktion nach r, sodann für beliebige s durch vollständige Induktion 
nach s. 

Für s = 2 lautet die zweite Reihe 


{62928}. 


Wir setzen D = ®ı N 9 und ® = 619; dann sind B und D Nor- 
malteiler in ©. Es kann natürlich ® = © oder D = € sein. Nach 
der Induktionsvoraussetzung besitzen nun die Reihen von den 
Längen r — lund 2 


{612 %2.-2,=86&} und {612 DIE} 
isomorphe Verfeinerungen 
3)  {612--2&9--2&={619--29d2--28. 
Auf Grund des ersten Isomorphiesatzes ist weiter 
PH > Bı/D und PB/Sı= HD, 
mithin 
(4) {PIGHDDI2EGHL{BI2HIDIE. 


Die rechte Seite von (3) ergibt eine Verfeinerung der linken Seite 
von (4), zu der man eine isomorphe Verfeinerung der rechten Seite 
finden kann: 


5) 261222225 =2iP2"29202:26. 
Aus (3) und (5) folgt: 
{62BP2612.-2&2.-2H={82P2--28292- 


womit der Satz im Falle s=2 bewiesen ist. 


Für beliebige s können wir nach dem eben Bewiesenen die erste 
Reihe {& 2 &ı 2 ---} so verfeinern, daß sie einer Verfeinerung von 
{2912 €} isomorph wird: 


(6) {82--2612-- 262.22 {62-..2912--28). 


I 


&, 
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Die rechts als Teilstück vorkommende Reihe {9ı 2-2 €} und die 
Reihe {51 2 922 °''29s; = €} besitzen nach der Induktionsvor- 
aussetzung isomorphe Verfeinerungen: 


(7) {512.22 {H12--292--2%. 


Die linke Seite von (7) ergibt eine Verfeinerung der rechten Seite von 
(6), zu der man eine isomorphe Verfeinerung der linken Seite von (6) 
finden kann. Also: 


{52.261223 -- DIE} 
> {62.291228} 
[nach (7)] = {© 2:-2912°"2922-- 


I) 


&. 


Damit ist der Satz allgemein bewiesen!. 

Streicht man aus zwei isomorphen Reihen alle Wiederholungen 
weg, so bleiben sie isomorph. Man kann also die im Hauptsatz ge- 
meinten Verfeinerungen immer als solche ohne Wiederholungen an- 
nehmen. 

Aus dem Hauptsatz über Normalreihen ergeben sich für Gruppen, 
die eine Kompositionsreihe besitzen, unmittelbar die folgenden bei- 
den Sätze. 


1. Satz von JoRDAN und HÖLDER. Je zwei Kompositionsreihen 
einer und derselben Gruppe © sind isomorph. 

Denn diese Reihen sind mit ihren wiederholungsfreien Verfeine- 
rungen identisch. 

2. Besitzt & eine Kompositionsreihe, so läßt sich jede Normalreihe 
von & zu einer Kompositionsreihe verfeinern; insbesondere gibt es also 
durch jeden Normalieiler eine Kompositionsreihe. 

Eine Gruppe heißt auflösbar, wenn sie eine Normalreihe besitzt, 
in der alle Faktoren abelsch sind. (Beispiele: die Gruppen 3 und S4, 
s. oben.) 

Aus dem Hauptsatz folgt, daß bei einer auflösbaren Gruppe jede 
Normalreihe sich zu einer solchen mit abelschen Faktoren verfeinern 
läßt. Hat die Gruppe insbesondere eine Kompositionsreihe, so sind 
alle Kompositionsfaktoren einfache abelsche Gruppen. 


Aufgaben. 1. Jede endliche Gruppe besitzt eine Kompositionsreihe. 

2. Man bilde alle Kompositionsreihen einer zyklischen Gruppe der Ord- 
nung 20. 

3. Eine abelsche Gruppe (ohne Operatoren) ist nur dann einfach, wenn sie 
zyklisch von Primzahlordnung ist. 

4. In jeder Kompositionsreihe einer endlichen auflösbaren Gruppe sind 
die Kompositionsfaktoren zyklisch von Primzahlordnung. 


1 Einen anderen Beweis hat H. ZASSENHAUS gegeben: Abh. math. Sem. 
Hamburg Bd. 10 (1934), S. 106. 
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$ 52. Gruppen von der Ordnung p” 


Unter dem Zentrum einer Gruppe ® oder eines Ringes R versteht 
man die Menge der Elemente 2 der Gruppe oder des Ringes, die mit 
allen Elementen vertauschbar sind: 


z29=gz fürallegin ® oder R. 


Das Zentrum einer Gruppe ® ist eine Gruppe, und zwar ein 
Normalteiler von ©. Das Zentrum eines Ringes ist ein Unterring. 

Nun sei peine Primzahl, n eine natürliche Zahl und © eine Gruppe 
von der Ordnung p*. Wir wollen zeigen, daß das Zentrum von © 
nicht nur aus dem Einselement bestehen kann. 

Wir betrachten die Einteilung der Gruppe ® in Klassen, d.h. 
Klassen konjugierter Gruppenelemente ($ 9, Aufgabe 7). Was ist die 
Anzahl der Elemente in einer solchen Klasse ? 

Es sei a ein Gruppenelement. Zwei zu a konjugierte Elemente 
bab-1l und cac-! sind nur dann gleich, wenn b-1c mit a vertausch- 
bar ist: 


aus babl=cacT! folgt a(b-Ic)=(b’Ic)a. 


Die mit a vertauschbaren Gruppenelemente bilden eine Gruppe 9, 
die man den Normalisator von a nennt. Wenn b-Ic in 9 liegt, so liegt 
c in der Nebenklasse 59. Umgekehrt: wenn c in 5S) liegt, so kann 
man c = bh setzen und hat dann 


cac-!=bha(bh)-!=bahh-1b-1=bab-. 


Zu jeder Nebenklasse 5 9 gehört also ein konjugiertes Element bab-1 
und umgekehrt. Die Anzahl der verschiedenen konjugierten Ele- 
mente ist gleich der Anzahl der Nebenklassen, d. h. gleich dem Index 
von 9 in ©. Der Index ist immer ein Teiler der Gruppenordnung. 
Ist speziell a ein Zentrumselement, so ist 9 = € und die Klasse be- 
steht nur aus dem einen Element a. In allen anderen Fällen ist die 
Anzahl der Elemente der Klasse größer als Eins. 

Nun sei speziell ® eine p-Gruppe, d. h. eine Gruppe von der Ord- 
nung p". Dann ist die Anzahl der Elemente in einer Klasse ein Teiler 
von p", also eine Potenz von p. Die Ordnung von ® ist die Summe 
der Anzahlen der Elemente der einzelnen Klassen, also eine Summe 
von Potenzen von p: 


(1) pr=l+prpt Hp". 


Wäre die Eins das einzige Zentrumselement, so würde in der 
Summe rechts nur ein Glied 1 vorkommen, alle anderen Glieder 
wären durch 9 teilbar. Die linke Seite von (1) wäre dann durch p 
teilbar, die rechte nicht, was unmöglich ist. Also kann das Zentrum 
einer p-Gruppe nicht nur aus der Eins bestehen. 
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Es kann sein, daß das Zentrum $ı die ganze Gruppe ist; dann 
ist & abelsch. Andernfalls bilde man die Faktorgruppe & = ®/$ı. 
Sie ist wieder eine p-Gruppe, hat also ein Zentrum 3 = 8s/$ı. So 
fortfahrend, erhält man die aufsteigende Zentrumsreihe 


EcBıc$e... 


Da jedes folgende Glied dieser Reihe eine größere Ordnung hat 
als das vorhergehende, muß die Reihe nach endlich vielen Gliedern 
mit 3n = ® abbrechen. Die Faktorgruppen 3x/3x-ı sind alle abelsch, 
also folgt: 

Jede Gruppe der Ordnung p" ist auflösbar. 


$ 53. Direkte Produkte 


Die Gruppe © heißt direktes Produkt der Untergruppen W und 8, 
wenn folgende Bedingungen erfüllt sind: 


Al. A und 9 sind Normalteiler in &; 
A2. © =-AUB; 
A3.ANB=E. 


Äquivalent damit ist: 

Bl. Jedes Element von ® ist als Produkt 
(1) g=ab, aceU, beB 
darstellbar; 


B2. die Faktoren a und 5 sind durch g eindeutig bestimmt; 
B3. jedes Element von X ist mit jedem von B vertauschbar. 


Aus A folgt B. Nämlich B1 folgt aus A2. B2 folgt so: Ist 
g=abı=asbs, sowird aslaı = babı}; 
dieses Element aa-!aı muß sowohl zu X als auch zu Ö gehören, mithin 
nach A3 gleich dem Einselement sein; daraus folgt 
a4=a, bıi=be, 
also die Eindeutigkeit. B3 folgt daraus, daß aba-1b-1 wegen Al 
sowohl zu X als auch zu ® gehört, mithin wegen A3 das Einselement 
Eye B folgt A. Die Normalteilereigenschaft von W folgt so: 
gAgT=abAXAb-1a1=aUVa 1 = U [wegen B3]. 
A2 folgt aus Bl. A3 ergibt sich so: Ist c ein Element von UN, 


so ist c auf zwei Arten als Produkt eines Elements von X und eines 
Elements von ® darzustellen: 


c=c'’1l=l-.c. 
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Wegen der Eindeutigkeit [B2] muß c =1 sein. Damit ist A3 be- 
wiesen. 

Das Produkt U B wird, wenn es direkt ist, auch mit U x 3 be- 
zeichnet. Bei additiven Gruppen (Moduln) schreibt man (W, B) für 
die Summe, A + B für die direkte Summe. 

Kennt man die Struktur von X und %, so ist auch die Struktur 
von & bekannt; denn je zwei Elemente gı = aıbı und ga = aaba 
werden multipliziert, indem man ihre Faktoren multipliziert: 


9192 = aıaa *bıba. 


Die Gruppe & heißt direktes Produkt von mehreren Untergruppen, 
G = U xU2x "x U,, wenn folgende Bedingungen erfüllt sind: 

A’1. Alle X, sind Normalteiler in ©; 

2. U Aa... Un = ©; 

3. Ads... U), = E (v=2,3,...,n). 

Sind diese erfüllt, so sind die Gruppen Xı, ..., Y„-ı auch Normal- 
teiler in ihrem Produkt Yı Aa... Yn-ı, also ist dieses Produkt nach 
derselben Definition direkt ; weiter ist YAı Va ... U„-ı als Produkt von 
Normalteilern wieder Normalteiler in ® und es ist 

(Uı Ua .. An-ı) nA, =6 , 
also 
(2) G — (UA... Un-ı) X An = Dan X Un 
mit 
Bn= Ada... Un-ı = UxXUxX "X Un. 


Durch (2) kann man das direkte Produkt von n Faktoren auch re- 

kursiv definieren. Wendet man auf &® = B,„xX 4, die Definition B 

an, so folgt durch vollständige Induktion nach n ohne weiteres: 
B’. Jedes Element g von © ist eindeutig als Produkt 


g=qa1qa2...An (a,eW,) 


darstellbar und jedes Element von U, ist mit jedem von U,(u + ») ver- 
tauschbar. 
Aus B’ folgt rückwärts A’. Setzt man nämlich 


Yı dla... Ay-ı Arrı An — B,, 


so folgt aus B’ für jedes » 


(3) & — U, x B, D 
mithin ist jedes X, Normalteiler in & und 
A, N B, — (5 . 


Die letztere Aussage besagt noch etwas mehr als die Bedingung A’3. 
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Aus (3) folgt nach dem ersten Isomorphiesatz 
SU, B,; SB, U. 
Die Gruppen 
® =-UXxXAxX "x Un 
1 — Yı x Wax. x Un 
Ü) AR rreeneeeene nennen nen 


Gl 


bilden eine Normalreihe von ® mit den Faktoren ®,-1/&, & Un-r+1- 
Besitzen die Gruppen X, Kompositionsreihen, so besitzt auch ® eine 
Kompositionsreihe, deren Länge die Summe der Längen der einzel- 
nen Faktoren ist. 

Aufgaben. 1. It = WA x 3, © eine Untergruppe von ® und GO, 
soistt 9 =A x 9, wo 9 den Durchschnitt von ® und ®B darstellt. 

2. Eine zyklische Gruppe der Ordnung n =r-s mit (r,s) = 1 ist das 
direkte Produkt ihrer Untergruppen der Ordnungen s und r. 

3. Eine endliche zyklische Gruppe ist das direkte Produkt ihrer Unter- 
gruppen von den höchstmöglichen Primzahlpotenzordnungen. 

Eine Gruppe ® heißt vollständig reduzibel, wenn sie ein direktes 
Produkt von einfachen Gruppen ist. In diesem Fall ist die zugehörige 
Normalreihe (4) schon eine Kompositionsreihe. Nach dem Jordan- 
Hölderschen Satz sind die Kompositionsfaktoren ®,-1/&, Z An-r+1 
bis auf Isomorphie und bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt. 

Satz. In einer vollständig reduziblen Gruppe © ist jeder Normal- 
teiler direkter Faktor; d. h. zu jedem Normalteiler 9 gibt es eine Zer- 
legung®=HXxXB. 

Beweis. Aus © = Yı x WU x x Un folgt 
(5) =-95.G=9H U Ar... Un. 


Mit jedem der Faktoren Yı,..., Y, kann man nun hierin eine 
Operation vornehmen, die darin besteht, daß man den betreffenden 
Faktor entweder wegstreicht oder das vor ihm stehende Zeichen - in 
das Zeichen x für direktes Produkt verwandelt. Nämlich der Durch- 
schnitt des jeweils betrachteten Y; mit dem vorangehenden Produkt 
II = 9 -Mı ... Yx-ı ist Normalteiler in Y;, also entweder = X; oder 
— (£. Im ersten Fall: // N U. = Ur, ist U © II, also der Faktor X; 
im Produkt //X,; überflüssig. Im anderen Fall ist das Produkt // - X 
direkt: //-UA = II x Ur. 

Nach dem eben Bewiesenen erhält das Produkt (5) nach Strei- 
chung aller überflüssigen X die Form eines direkten Produktes: 


G=-HXKUXKUHKX Kr. 
Daraus folgt die Behauptung. 
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$ 54. Gruppencharaktere 


Es sei ® eine Gruppe und X ein Körper. Unter einem Charakter 
von ® in ÄK versteht man eine homomorphe Abbildung von ® in die 
multiplikative Gruppe von K. Mit anderen Worten: Ein Charakter 
co von ® in K ist eine Funktion der Elemente von ® mit Werten 
+ 0 in X und mit der Eigenschaft 


(1) (xy) = olz)o(y). 
Aus (1) folgt wie immer 


o(X1...£n) = 0(Xı)... 0(&n) 
o(z") = o(x)" 
o(e)—=1 
oa) = o(r). 


Sind o und r Charaktere, so ist das durch 
ort(x) = co(r) T(«) 
definierte Produkt or wieder ein Charakter. Die Charaktere von & 


in K bilden bei dieser Multiplikation eine abelsche Gruppe ®’: die 
Charakterengruppe von Ö in K. 


Unabhängigkeitssatz. Verschiedene Charaktere o1,...,0n von © 
in K sind immer linear unabhängig, d.h. wenn in K eine Gleichung 
(2) cı01(2) ++ Ccn0n(t) =0V 


für alle x aus © gilt, so sind die c; alle Null. 

Beweis. (Nach Arrın, Galoissche Theorie, Leipzig 1959, S. 28): 

Für n = 1 folgt aus cı 01 (x) = 0 sofort cı = 0. Wir können also 
Induktion nach rn anwenden und die Behauptung für n — 1 Charak- 
tere als richtig annehmen. 

Ersetzt man in (2) x durch az, wo a irgend ein Element von ® 
ist, so erhält man 


(3) cı0ı(a) 01 (X) + "+ cn onla) on(X) =0. 
Davon subtrahieren wir die mit o„ (a) multiplizierte Gleichung (2) 
und erhalten 


(4) cı {oı (a) — On (a) } ol) +" 


+ Cn-ı{on-ı(a) — Onla)} on-ı(2) =0. 


Nach der Induktionsvoraussetzung sind 01, ..., 0n-ı linear un- 
abhängig, also müssen die Koeffizienten in (4) alle Null sein: 
(5) ci {o;(a) — on(a)} = 0 für i=|],...,n-—|1. 


Da o; und o„ verschiedene Charaktere sind, kann man für jedes 
feste : ein a so wählen, daß 


oi(a) + on(a) 
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wird. Dann folgt aus (5) 
G=0 für =|1,..,n—]1. 


Setzt man das in (2) ein, so folgt c„ = 0, womit alles bewiesen ist. 

Folgerung. Sind 01, ...., 0» verschiedene isomorphe Abbildungen 
eines Körpers K’ in einen Körper X, so sind sie linear unabhängig. 
Man kann o1,...,0» nämlich als Charaktere der multiplikativen 
Gruppe von K’in ÄK auffassen. 

Besonders wichtig sind die Charaktere abelscher Gruppen. 


Beispiell. © sei eine zyklische Gruppe der Ordnung n. Wir 
wollen alle Charaktere von ® in K bestimmen. 

Ist a das erzeugende Element von ® und x irgend ein Charakter, 
so setzen wir 


(6) x(a)=L. 
Ein beliebiges Element von ® ist eine Potenz 
z=a®” 2=(,1l,...,n—]). 
Aus (6) folgt 
(7) x@&) = xla@) = L*. 


Ferner ist a” = e, also y(ar) = {? =], also ist £ eine n-te Ein- 
heitswurzel. Umgekehrt gehört zu jeder n-ten Einheitswurzel in K 
ein Charakter x, der durch (7) definiert ist. 

Die n-ten Einheitswurzeln in X bilden nach $ 42, Aufgabe 4 eine 
zyklische Gruppe, deren Ordnung n’ ein Teiler von r ist. Also bilden 
die Charaktere x eine zyklische Gruppe der Ordnung n’ mit n’|n. 

Nehmen wir an, daß K alle n-ten Einheitswurzeln enthält und 
daß n nicht durch die Charakteristik von K teilbar ist, so ist n’ = n, 
also ist die Charaktergruppe ®©’ von ® isomorph zu & selbst. Es sei 
etwa n eine primitive n-te Einheitswurzel in X. Dann ist durch 


o(a?) = n? 
ein Charakter o definiert, und alle Charaktere yx sind Potenzen von o: 
Yk = 0% (k=0,1,...,n —]) 
also 
(8) x% (a?) = n"*. 


Man kann n%*? bei festem k als Funktion von z, aber auch bei 
festem 2 als Funktion von k auffassen. So erhält man alle Charaktere 
von ©’. Die Charakterengruppe von ©’ ist also wieder ©. 

Am Schluß von $ 42 wurde bewiesen: 


ee ee a Su 
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für jede n-te Einheitswurzel {. Daraus folgt nach (8) 


n &% =) 
(9) 2,2x(a*) = | 0 (+0) 
und 
n (kk=0) 
(10) Sra)= Id kro 
oder anders geschrieben 
n z=e 
a) Sıd= 0 ur 
X 
n —=]1 
(12) Ir) = lo 21. 
Aus (11) folgt, wenn man x durch xy ersetzt 
(13) Dı@)ay)=n, wenn y=rt, 
X —=0 sonst. 
Ebenso folgt aus (12) 
(14) x ()yx@)=n, wenn Y=yt, 
a —=(0 sonst. 


Führt man eine Matrix A mit Elementen 
(15) Azk = Xk (a?) (2,k=0,1,...,n —]) 
und eine Matrix B mit Elementen 
(16) biz = - x (a”?) 
ein, so kann man die Gleichung (13) als 
AB=]1 


und die Gleichung (14) als 
BA=]1 


schreiben. Beide Gleichungen besagen also, daß B die inverse 
Matrix zu A ist. 
Die Funktionen f(x), die ® in X abbilden, sind durch je n Funk- 


tionswerte 
f(e), f(a), f(a?), ..., f(a®-!) 


bestimmt und bilden daher einen n-dimensionalen Vektorraum über 
K. Nach dem Unabhängigkeitssatz sind die n Charaktere yx(*) 
linear unabhängig. Es muß also möglich sein, jede Funktion f(x) 
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durch die yx(x) auszudrücken: 
(17) f(@) = 2, 0rXk (®) 
k 
Setzt man f(x) = f(a?) = g(z), so kann man statt (17) schreiben 


(18) 92) = Dora = Dorn. 
k k 


Die Lösung dieses Gleichungssystems lautet, weil B die inverse 
Matrix zu A ist, 


(19) = 2 bx29 (2) — „ Lm#gß) 


Nimmt man speziell für X den Körper der komplexen Zahlen 
und setzt 


ner 
so wird (18) eine endliche Fourier-Reihe: 
nl Onitz 
(20) g9(2) = > ge N 
k=0 
mit 
1” 
(21) = — Le 


Beispiel 2. © sei ein direktes Produkt von zyklischen Gruppen 
31, -.., Zr der Ordnungen nı, ..., nr. Das kleinste gemeinsame Viel- 
fache v der Ordnungen nı,..., nr sei nicht durch die Charakteristik 
von K teilbar, und X enthalte die v-ten Einheitswurzeln. Wir wollen 
alle Charaktere von ® ın K bestimmen. 

Es seien aı,...,a, erzeugende Elemente von $ı,..., 3r, und 
n(e =],...,r) seien primitive n;-te Einheitswurzeln. Ist dann yein 
Charakter v von ©, so ist x(a;) für jedes : eine n;-te Einheitswurzel, 
also gilt 

a). 

Jedes Element x von © ist eindeutig als Produkt 

= arftas... ar” 
darstellbar und man hat 


x(&) = xlaı)? ...xlar)? 
zul Fan aRRE Pak 


Für k, kann man irgend eine der Zahlen 0, 1,...,n, — 1 wählen; 
es gibt also n = nı ... n, Charaktere. Wählt man ein %k; gleich 1 und 
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alle anderen gleich 0, so erhält man einen Charakter o;. Der all- 
gemeinste Charakter ist 


Kkıs.., k, = okı ot: ... okr . 


Die Charakterengruppe ©’ ist also ein direktes Produkt von zykli- 
schen Gruppen der Ordnungen nı,..., %r, d.h. sie ist isomorph zu 
(9. Die Charakterengruppe von ®’ ist wieder ®. 

Genau wie früher beweist man die Gleichungen (11) und (12) und 
die daraus folgenden (13) bis (19). In (15) muß man natürlich statt 
a? schreiben 

a1t...0,7, 


ebenso in (18) statt n%2 
a. 


In Band II werden wir den Hauptsatz über abelsche Gruppen be- 
weisen, der besagt, daß jede abelsche Gruppe mit endlich vielen Er- 
zeugenden, also insbesondere jede endliche abelsche Gruppe, ein 
direktes Produkt von zyklischen Gruppen ist. Die eben bewiesenen 
Formeln gelten also für beliebige endliche abelsche Gruppen. 

Die Charakterentheorie kann auch auf unendliche abelsche Grup- 
pen übertragen werden. Die Dualität zwischen & und ®’ ist ein 
wichtiges Hilfsmittel bei der Untersuchung der unendlichen abel- 
schen Gruppen. Siehe L. PONTRJAGIN: Annals of Math. 35, 361 (1934) 
und E.R.van KaAmpen: Annals of Math. 36, 448 (1935). 


$ 55. Die Einfachheit der alternierenden Gruppe 


In $51 haben wir gesehen, daß die symmetrischen Gruppen ©3 
und ©; auflösbar sind. Im Gegensatz dazu sind alle weiteren sym- 
metrischen Gruppen ©, nicht auflösbar. Sie haben zwar immer einen 
Normalteiler vom Index 2, nämlich die alternierende Gruppe W,; 
aber die Kompositionsreihe geht von V, gleich auf & nach dem 
folgenden 


Satz. Die alternierende Gruppe U,(n > 4) ist einfach. 
Wir brauchen einen 


Hilfssatz. Wenn ein Normalteiler N der Gruppe Un(n > 2) einen 
Dreierzyklus enthält, so ist R = Un. 


Beweis des Hilfssatzes. N enthalte etwa den Zyklus (123). Dann 
muß X auch das Quadrat (213) sowie alle Transformierten 


o'(213)- or! (ve Un) 
enthalten. Wählt man o = (12) (3k), wo k > 3 ist, so wird 
o-(213)- 1=(12k); 
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also enthält N alle Zyklen von der Gestalt (1 2 k). Diese erzeugen aber 
die Gruppe X, ($ 10, Aufgabe 4); also muß N = U, sein. 


Beweis des Satzes. Es sei W ein von & verschiedener Normalteiler 
in U„. Wir wollen zeigen, daB % = U, ist. 

Wir wählen eine Permutation r in W, die, ohne =1 zu sein, mög- 
lichst viele Nummern fest läßt. Wir wollen zeigen, daß r genau 
3 Nummern verrückt und die übrigen fest läßt. 

Gesetzt erstens, r verrücke genau 4 Nummern. Dann ist r ein 
Produkt von zwei Transpositionen; denn eine andere Möglichkeit, 
eine gerade Permutation zu bilden, die genau 4 Nummern verrückt, 
gibt es nicht. Es sei also 


r=(12)(34). 

Nach Voraussetzung ist n > 4. Wir können also 7 transformieren 
mit oa = (345) und erhalten 

tı=otre1=(12)(45). 

Das Produkt rrı ist der Dreierzyklus (345), verrückt also 
weniger Nummern als T, entgegen der Definition von r. 

Gesetzt zweitens, r verrücke mehr als 4 Nummern. Wir schreiben 
wieder r als Produkt von Zykeln, wobei wir mit dem längsten Zykel 
anfangen, etwa: 

r=(1234...)... 
oder, wenn der längste Zykel ein Dreierzykel ist, 
t=(123)(45...)... 


oder, wenn nur Zweierzykeln vorkommen, 
t=(12)(34)(56).... 


Wir transformieren nun 7 mit 
o= (234) 

und erhalten als Transformiertes 
Tı=0otToT 


in den genannten drei Fällen 


Tı = (1 342...)... 
rm1= (134) (25...)... 
tı=(13)(42)(56).... 


In allen diesen Fällen ist rı # r, also t-!rı #1. Die Permutation 
zirı läßt im ersten und dritten Fall alle Nummern k >4 invariant, 
denn für diese ist rnk= rk. Im zweiten Fall 


tT=(123)(45...) 
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läßt r!rı alle Nummern außer 1,2,3,4 und 5 invariant; sie verrückt 
also nur 5 Nummern, während r selbst mehr als 5 Nummern verrückt. 

In allen Fällen verrückt also 7”1rı weniger Nummern als 7 selbst, 
entgegen der Definition von rt. Also kann r nur 3 Nummern ver- 
rücken. Dann ist aber r ein Dreierzyklus und nach dem Hilfssatz 
wird % = U,„. Damit ist alles bewiesen. 


Aufgabe. Man beweise, daß für n + 4 die alternierende Gruppe W„ der 
einzige Normalteiler der symmetrischen Gruppe ©, außer ihr selbst und € ist. 


$ 56. Transitivität und Primitivität 


Eine Gruppe von Permutationen einer Menge M heißt transıtiv 
über M, wenn ein Element a von M durch die Permutationen der 
Gruppe in alle Elemente x von M übergeführt wird. 

Ist diese Bedingung erfüllt, so gibt es auch zu je zwei Elementen 
x, y eine Operation der Gruppe, die x in y überführt. Denn aus 


va=x, 0a=y 
folgt ((oel)z=y. 


Es ist also für die Frage nach der Transitivität gleichgültig, von 
welchem Element a man ausgeht. 

Ist die Gruppe © nicht transitiv über M (intransitive Gruppe), so 
zerfällt die Menge M in ‚‚Transitivitätsgebiete‘, d.h. Teilmengen, die 
durch die Gruppe in sich transformiert werden und über welchen die 
Gruppe transitiv ist. Zu dieser Einteilung in Teilmengen gelangt man 
nach folgendem Prinzip: Zwei Elemente a, b von M sollen dann und 
nur dann in dieselbe Teilmenge aufgenommen werden, wenn esin © 
eine Operation o gibt, die a in b überführt. 

Diese Eigenschaft ist 1. reflexiv, 2. symmetrisch und 3. transitiv; 
denn es gilt: 


l.coa=afür o =|1. 
2. Aus ca=b folgt !b = a. 
3. Aus oa=b, rb = .c folgt (ro)a = c. 


Also ist dadurch tatsächlich eine Klasseneinteilung der Menge M 
definiert. 

Ist eine Gruppe © transitiv über M und ist &, die Untergruppe 
derjenigen Elemente von ®, welche das Element a von M fest lassen, 
so führt jede linksseitige Nebenklasse 7 &, von &, das Element a in 
das einzige Element ra über. Den linksseitigen Nebenklassen ent- 
sprechen in dieser Weise eineindeutig die Elemente von WM. Die An- 
zahl der Nebenklassen (der Index von ®,) ist also gleich der Anzahl 
der Elemente von M. Die Gruppe derjenigen Elemente von ©, die 
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za invariant lassen, ist durch 
ra =7T 07 it 


gegeben. 

Eine transitive Gruppe von Permutationen einer Menge M heißt 
imprimitiv, wenn es möglich ist, M in mindestens zwei fremde Teil- 
mengen Mı, Me, ... zu zerlegen, die nicht alle aus nur einem Ele- 
ment bestehen, derart, daß die Transformationen der Gruppe jede 
Menge M, in eine Menge M, überführen. Die Mengen Mı, Me, ... 
heißen dann Imprimitivitätsgebiete. Ist eine solche Zerlegung 


MM V MeV... 
unmöglich, so heißt die Gruppe primitiv. 


Beispiele. Die Kleinsche Vierergruppe ist imprimitiv, mit den 


Teilmengen 
1,2, 8,4 


als Imprimitivitätsgebieten. (Es sind übrigens noch zwei andere Zer- 
legungen in Imprimitivitätsgebiete möglich.) Dagegen ist die volle 
Permutationsgruppe (und ebenso die alternierende Gruppe) von 7 
Dingen stets primitiv; denn bei jeder Zerlegung der Menge M in 
Teilmengen, etwa: 


M={1,2,...,kY VL.}V.e. 1<k<n), 
gibt es eine Permutation, die {1,2,...,k}in{l,2,..,<— 1,k+1} 
überführt, also in eine Menge, die weder zu {1,2,..., k} fremd noch 


damit identisch ist. 

Bei einer Zerlegung M = {Mı,..., M,} von der obigen Eigen- 
schaft, wobei also die Gruppe & die Mengen MW, untereinander per- 
mutiert, gibt es für jedes » eine zur Gruppe gehörige Permutation, 
welche Mı in M, überführt. Man braucht nämlich nur auf Grund der 
Transitivität eine Permutation zu suchen, welche ein beliebig ge- 
wähltes Element von Mj in ein Element von M, überführt; diese 
Permutation kann dann Mı nur in M, überführen. Daraus folgt ins- 
besondere, daß die Mengen Mı, Moe, ... alle aus gleich vielen Ele- 
menten bestehen. 

Für beliebige transitive Permutationsgruppen ® einer Menge M 
gilt der folgende Satz: 

Es sei g die Untergruppe aus denjenigen Elementen von ®, welche 
ein Element a von M invariant lassen. Wenn die Gruppe © imprimitiv 
ist, so existiert eine von g und & verschiedene Gruppe 5 mit 


gchc®, 


und umgekehrt, wenn eine solche Zwischengruppe h existiert, so ist © 
imprimitiv. Die Gruppe h läßt ein Imprimitivitätsgebiet Mı invarıant, 
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und die linksseitigen Nebenklassen von h führen Mı in die einzelnen 


Gebiete M, über. 


Beweis. Es sei zunächst & imprimitiv und M = {Mı, Ma, ...} 
eine Zerlegung in Imprimitivitätsgebiete. Mı enthalte das Element a. 
Es sei h die Untergruppe derjenigen Elemente von ®, die Mı in- 
variant lassen. Nach der obigen Bemerkung enthält h alle die Permu- 
tationen von ®, welche a in sich selbst oder in ein anderes Element 
von Mı überführen; daraus folgt 9 ch und h = g. Es gibt aber in © 
auch Permutationen, welche Wı etwa in Ma überführen; daher ist 
h = ©. Ferner: Wenn r das System Mı in M, überführt, so führt die 
ganze Nebenklasse rh ebenfalls Mı in M, über. 

Es sei nun umgekehrt eine von g und ® verschiedene Gruppe )) 
mit 

gchc® 

gegeben. & zerfällt ganz in Nebenklassen th, und jede von diesen 
zerfällt wieder in Nebenklassen og. Die letzteren Nebenklassen füh- 
ren a je in ein weiteres Element oa über; faßt man sie also zu Neben- 
klassen rh zusammen, so werden auch die Elemente oa zu minde- 
stens zwei paarweise fremden Mengen Wı, Me, ... zusammengefaßt, 
von denen jede aus mindestens zwei Elementen besteht. Die M, sind 
also definiert durch 


(1) M,=rha. 


Jede weitere Substitution o führt M, = rha in orha, also wieder 
in eine Menge von derselben Art über, womit die Imprimitivität der 
Gruppe bewiesen ist. Bezeichnet man etwa mit Mı die aus (1) für 
t=1 entstehende Menge, so läßt h (wegen 9 Wı =hha=ha = Wı) 
das Imprimitivitätsgebiet Mı fest, und die Nebenklassen rh führen 
Mı (wegen rHMı = rhha = rha) in die übrigen Imprimitivitäts- 
gebiete M, über. 


Aufgaben. 1. Ist die Anzahl der Elemente der Menge M eine Primzahl, 
so ist jede transitive Gruppe primitiv. 

2. Die oben definierte Gruppe h ist über Mi transitiv. 

3. Die Menge M sei in drei Imprimitivitätsgebiete zu je zwei Elementen 
zerlegt; die Ordnung der Gruppe © sei 12. Was ist 

a) der Index von h in ©, 

b) der Index von gin h, 

c) die Ordnung von g? 

4. Die Ordnung einer transitiven Gruppe aus Permutationen endlichvieler 
Objekte ist durch die Anzahl dieser Objekte teilbar. 


Bemerkung. Die Anzahl der permutierten Objekte nennt man 
den Grad der Permutationsgruppe. 
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Achtes Kapitel 


Die Theorie von Galois 


Die Theorie von GALoIS beschäftigt sich mit den endlichen se- 
parablen Erweiterungen eines Körpers K und insbesondere mit deren 
Isomorphismen und Automorphismen. Sie stellt eine Beziehung her 
zwischen den Erweiterungskörpern von K, welche in einem gegebe- 
nen Normalkörper enthalten sind, und den Untergruppen einer ge- 
wissen endlichen Gruppe. Durch diese Theorie finden Fragen über 
die Auflösung algebraischer Gleichungen eine Lösung. 

Für eine andere Begründung der Theorie von GALoIS siehe 
E. Arrın, Galois-Theory (deutsche Übersetzung: Galoissche Theorie, 
B. G. Teubner, Leipzig). 

Alle in diesem Kapitel vorkommenden Körper sind kommutativ. 
Der Körper K wird der Grundkörper genannt. 


$ 57. Die Galoissche Gruppe 


Ist der Grundkörper K gegeben, so wird nach $ 46 jeder endliche 
separable Erweiterungskörper 2 von einem ‚‚primitiven Element‘ # 
erzeugt: 2 = K (9). Nach $ 44 besitzt 2 in zinem passenden Erweite- 
rungskörper Q so viele ‚‚relative‘‘, d.h. K elementweise festlassende 
Isomorphismen, wie der Grad rn von 2’in bezug auf K beträgt. Für 
diesen Erweiterungskörper (2 kann man den Zerfällungskörper des 
irreduziblen Polynoms f(x) wählen, dessen Nullstelle # ist. Dieser 
Zerfällungskörper ist der kleinste in bezug auf K normale Körper, 
der 2 umfaßt, oder, wie wir auch sagen werden, der zu 2 gehörige 
Normalkörper. Die relativen Isomorphismen von K(9) können da- 
durch gekennzeichnet werden, daß sie die Größe # in ihre konjugier- 
ten Größen 9ı, ..., d, in Q überführen. Jedes Körperelement »(%) 
= > a,0*(a, e K) geht dann in 9(d,) = 2a; 9% über, und man kann 
daher, statt vom Isomorphismus zu reden, auch reden von der Sub- 
stitution 9 > D,. 

Zu beachten ist aber, daß die Größen ® und 9, nur Hilfsmittel 
sind, die Isomorphismen bequem darzustellen, und daß der Begriff 
eines Isomorphismus gänzlich unabhängig von der speziellen Wahl 
eines ® ist. 

Ist 2’ selbst ein Normalkörper, so fallen alle konjugverten Körper 
K(d,) mit 2 zusammen. 

Denn erstens sind alle d, in diesem Fall in K(9) enthalten. Aber 
die K(#,) sind zu K(d) äquivalent, also selbst normal; also ist auch 
umgekehrt ® in jedem K(d,) enthalten. 

Umgekehrt: Ist 2 mit allen konjugverten Körpern K(d,) identisch, 
so ist Z normal. 
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Denn unter dieser Voraussetzung ist 2 gleich dem Zerfällungs- 
körper K(9ı,...,d,) von f(x), also normal. 

Wir nehmen hinfort an, 2 = K(P) sei ein Normalkörper. Unter 
dieser Voraussetzung werden die Isomorphismen, die 2 in seine kon- 
jugierten Körper K(#,) überführen, Automorphismen von 2&. Diese 
Automorphismen von 2 (die K elementweise festlassen) bilden offen- 
sichtlich eine Gruppe von n Elementen, die man die Galoissche Grup- 
pe von Z nach K oder in bezug auf K nennt. Diese Gruppe spielt in 
unseren weiteren Betrachtungen die Hauptrolle. Wir bezeichnen sie 
mit ©. Wir konstatieren noch einmal ausdrücklich: Die Ordnung der 
Galoisschen Gruppe ist gleich dem Körpergrad n= (&:K). 

Wenn man, wie es bisweilen geschieht, auch bei nichtnormalen 
endlichen separablen Erweiterungskörpern 2’ von der Galoisschen 
Gruppe redet, so ist damit die Gruppe des zugehörigen Normalkörpers 
222%’ gemeint. 

Um die Automorphismen zu finden, braucht man keineswegs zu- 
erst ein primitives Element für den Körper 2’ zu suchen. Man kann 
auch 2 durch mehrere sukzessive Adjunktionen erzeugen, etwa in 
der Gestalt 2 = K(«ı,...., &m), und dann zuerst die Isomorphismen 
von K(«ı) aufsuchen, die «ı in seine konjugierten Größen über- 
führen; sodann diese Isomorphismen fortsetzen zu Isomorphismen 
von K(aı, &s), usw. 

Ein wichtiger Fall ist der, daß die «ı, ..., &m die Wurzeln einer 
doppelwurzelfreien Gleichung f(x) = 0 sind. Unter der Gruppe der 
Gleichung f(x) = 0 oder auch des Polynoms f(x) versteht man die 
Galoissche Gruppe des Zerfällungskörpers K(c1, ..., &m) dieser Glei- 
chung. Jeder relative Automorphismus führt das System der Wur- 
zeln in sich selbst über; d. h. jeder Automorphismus permutiert die 
Wurzeln. Ist diese Permutation bekannt, so ist auch der Auto- 


morphismus bekannt; denn wenn etwa a1, ...,&%m der Reihe nach 
IN A, ...,%, übergeführt werden, so muß jedes Element von 
K(aı1,...,&%m), als rationale Funktion o(aı,...,&m), in die ent- 


sprechende Funktion (x, ...,%m) übergehen. Also läßt sich die 
Gruppe einer Gleichung auch als eine Gruppe von Permutationen der 
Wurzeln auffassen. Diese Permutationsgruppe ist immer gemeint, 
wenn von der Gruppe der Gleichung die Rede ist. 

Es sei A ein „Zwischenkörper‘: KCAC 2. Nach einem Satz 
von $41 läßt sich jeder (relative) Isomorphismus von A, der A in 
einen konjugierten Körper A’ innerhalb 2’ überführt, fortsetzen zu 
einem Isomorphismus von 2, also zu einem Element der Galoisschen 
Gruppe. Daraus folgt: 

Zwei Zwischenkörper A, 4’ sind dann und nur dann konjugiert in 
bezug auf K, wenn sie durch eine Substitution der Galoisschen Gruppe 
ineinander übergeführt werden können. 

Setzt man A=K(e«), so folgt ebenso: 
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Zwei Elemente «, «' von & sind dann und nur dann konjugiert in 
bezug auf K, wenn sie durch eine Substitution der Galoisschen Gruppe 
von & ineinander übergeführt werden können. 

Ist die Gleichung f(x) = 0 irreduzibel, so sind alle ihre Wurzeln 
konjugiert, und umgekehrt. Daraus folgt: 

Die Gruppe einer Gleichung f(x) = 0 ıst dann und nur dann tran- 
sitiv, wenn die Gleichung im Grundkörper irreduzibel ist. 

Die Anzahl der verschiedenen Konjugierten einer Größe « in 2 
ist gleich dem Grad der irreduziblen Gleichung für «. Ist diese An- 
zahl gleich 1, so ist «x Wurzel einer linearen Gleichung, also in K ent- 
halten. Daraus folgt: 

Wenn ein Element « von 2 alle Substitutionen der Galoisschen 
Gruppe von 2 „gestattet“, d. h. bei allen diesen Substitutionen ın sich 
übergeht, so gehört « dem Grundkörper K an. 

Aus allen diesen Sätzen ersieht man schon die große Bedeutung, 
die die Automorphismengruppe für das Studium der Eigenschaften 
des Körpers hat. Diese Sätze wurden der Bequemlichkeit halber für 
endliche Erweiterungskörper ausgesprochen, sind aber durch ‚‚trans- 
finite Induktion‘“ unschwer auf unendliche Erweiterungen zu über- 
tragen. Sie gelten sogar noch für inseparable Erweiterungen, wenn 
man nur den Körpergrad durch den reduzierten Körpergrad ersetzt 
und die Behauptung des letzten Satzes abändert in: ‚so gehört eine 
Potenz «”’, wo p die Charakteristik ist, dem Grundkörper K an“. 
Dagegen gilt der im nächsten Paragraphen aufzustellende ‚Haupt- 
satz der Galoisschen Theorie‘ nur für endliche, separable Erweite- 
rungen. 

Man nennt den Erweiterungskörper 2 über K abelsch, wenn die 
Galoissche Gruppe abelsch, zyklisch, wenn die Gruppe zyklisch ist, 
usw. Ebenso heißt eine Gleichung abelsch, zyklisch, primitiv, wenn 
ihre Galoissche Gruppe abelsch, zyklisch oder (als Permutations- 
gruppe der Wurzeln) primitiv ist. 

Ein besonders einfaches Beispiel für die Galoissche Gruppe liefern 
die Galois-Felder GF(p") (843), wenn man den darin enthaltenen 
Primkörper // als Grundkörper betrachtet. Der in $43 betrachtete 
Automorphismus s(« — «?) und dessen Potenzen s?, s?, ...,s” = 1 
lassen alle Elemente von // fest und gehören daher zur Galoisschen 
Gruppe; da aber der Körpergrad auch m ist, bilden sie die ganze 
Gruppe. Diese ist also zyklisch von der Ordnung m. 

Aufgaben. 1. Jede rationale Funktion der Wurzeln einer Gleichung, die bei 
den Permutationen der Galoisschen Gruppe in sich übergeht, gehört dem 
Grundkörper an, und umgekehrt. 

2. Welche Möglichkeiten für die Gruppe einer irreduziblen Gleichung 
dritten Grades gibt es? 

3. Die Gruppe einer Gleichung besteht dann und nur dann aus lauter 


geraden Permutationen, wenn die Quadratwurzel aus der Diskriminante im 
Grundkörper enthalten ist (Charakteristik + 2 vorausgesetzt). 
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4. Mit Hilfe der Aufgaben 2 und 3 bilde man die Gruppe der Gleichung 
x23-+27+1=0, 
über dem rationalen Grundkörper. (Untersuche zunächst die Transitivität!) 
5. Man löse die Gleichungen 
23 —2=0 
xt —-52°?+6=0 
durch Quadrat- und Kubikwurzeln und bilde daraufhin ihre Gruppen. Dasselbe 
für die „Kreisteilungsgleichungen“ 
t+22+1=0, 
z+1=0 


(alles in bezug auf den rationalen Grundkörper). 


$ 58. Der Hauptsatz der Galoisschen Theorie 


Der ‚„Hauptsatz‘“ lautet: 

1. Zu jedem Zwischenkörpee A, KCAC 2, gehört eine Unter- 
gruppe g der Galoisschen Gruppe ©, nämlich die Gesamtheit derjenigen 
Automorphismen von 2, die alle Elemente von A festlassen. 2. A ist 
durch g eindeutig bestimmt; A ist nämlich die Gesamtheit derjenigen 
Elemente von 2, welche die Substitutionen von g ‚gestatten‘, d. h. bei 
ihnen invariant bleiben. 3. Zu jeder Untergruppe g von © kann man 
einen Körper A finden, der zu g in der erwähnten Beziehung steht. 
4. Die Ordnung von g ıst gleich dem Grad von & in bezug auf A; der 
Index von g in © ist gleich dem Grad von A in bezug auf K. 


Beweis. Die Gesamtheit der Automorphismen von 2%, welche alle 
Elemente von 4 festlassen, ist die Galoissche Gruppe von 2 nach 4, 
hat also jedenfalls die Gruppeneigenschaft. Damit ist die Behauptung 
l. bewiesen, während 2. folgt aus dem letzten Satz von $ 57, ange- 
wandt auf 2 als Oberkörper und A als Grundkörper. Etwas schwie- 
riger ist die Behauptung 3. 

Es sei wieder 2 = K(d) und es sei g eine gegebene Untergruppe 
von ®. Wir bezeichnen mit A die Gesamtheit der Elemente von , 
die bei den Substitutionen a von g in sich übergehen. Dieses A ist 
offenbar ein Körper; denn wenn « und ß bei den Substitutionen o 
festbleiben, so gilt dasselbe für «+ PP, «a — ß, x: ß und im Falle 
+0 für &: ß. Weiter gilt KC AC 2. Die Galoissche Gruppe von 
2 in bezug auf A umfaßt die Gruppe g, da die Substitutionen von g 
sicher die Eigenschaft haben, die Elemente von A fest zu lassen. 
Würde die Galoissche Gruppe von &' nach A mehr Elemente als die 
von g allein enthalten, so wäre auch der Grad (2: A) größer als die 
Ordnung von g. Dieser Grad (2: A) ist gleich dem Grad von ® in 
bezug auf A, da ja 2 = A(d) ist. Sind oı,...., o„ die Substitutionen 
von g, so ist ” nun eine Wurzel der Gleichung A-ten Grades 


(1) (2 — 019) (x — 029)... c—- rd) =0, 
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deren Koeffizienten bei der Gruppe g invariant bleiben, also zu A ge- 
hören. Daher ist der Grad von ®# in bezug auf A nicht größer als die 
Ordnung von 9. 

Es bleibt also nur die Möglichkeit übrig, daß g genau die Galois- 
sche Gruppe von 2 nach / ist. Damit ist 3. bewiesen. 

Ist schließlich n die Ordnung von ®, h wiederum die von g, j der 
Index, so ist 

n=(2:K),, h=(2:A), n=h+j, 
(2:K)=(2:4)-(A:K), 
mithin 
(A:K)=j. 
Damit ist auch 4. bewiesen. 

Nach dem nunmehr bewiesenen Hauptsatz ist die Beziehung zwi- 
schen den Untergruppen g und den Zwischenkörpern / eine umkehr- 
bare eindeutige. Es entsteht die Frage: Wie findet man g, wenn man 
A hat, oder A, wenn man g hat? 

Das erstere ist leicht. Wir nehmen an, wir hätten die zu ® kon- 
Jugierten Größen 1, ..., 9, ausgedrückt durch 9, schon gefunden; 
dann haben wir auch die Automorphismen # — 9,, welche die Grup- 
pe © ausmachen. Ist nun ein Unterkörper A=K(ßı,..., Br) ge- 
geben, wo fı,..., ßr bekannte Ausdrücke in ® sind, so besteht g 


einfach aus denjenigen Substitutionen von ®, welche ßı,..., Pr in- 
variant lassen; denn diese lassen auch alle rationalen Funktionen 
von ßı,..., fr invariant. 


Ist umgekehrt g gegeben, so bilde man das zugehörige Produkt 
(2 — 01V) (x — 039)... (C — On®). 


Die Koeffizienten dieses Polynoms müssen, dem Beweis des Haupt- 
satzes zufolge, in A liegen und sogar A erzeugen; denn sie erzeugen 
einen Körper, in bezug auf den das Element 9, als Wurzel der Glei- 
chung (1), schon den Grad A hat und der daher kein echter Unter- 
körper von A sein kann. Die Erzeugenden von A sind also einfach 
die elementar-symmetrischen Funktionen von 01%, ...., on®. 

Eine andere Methode besteht darin, daß man sich eine Größe x(9) 
zu verschaffen sucht, die bei den Substitutionen von g invariant 
bleibt, aber keine weiteren Substitutionen von ® gestattet. Die 
Größe x(®) wird dann dem Körper A, aber keinem echten Unter; 
körper von A angehören, mithin A erzeugen. 

Durch den Hauptsatz der Galoisschen Theorie erhält man, wenn 
man einmal die Galoissche Gruppe kennt, eine vollständige Über- 
sicht über alle Zwischenkörper von K und 2. Ihre Anzahl ist offenbar 
endlich; denn eine endliche Gruppe hat nur endlichviele Unter- 
gruppen. Auch wie die verschiedenen Körper ineinander geschachtelt 
sind, ist aus den Gruppen zu erkennen; denn es gilt der Satz: 
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Ist Aı Unterkörper von Ag, so ist die zu Aı gehörige Gruppe gı 
Obergruppe der zu Ag gehörigen Gruppe g2, und umgekehrt. 


Beweis. Es sei erstens Aı C Aa. Dann wird jede Substitution, die 
alle Elemente von As festläßt, auch alle Elemente von /ı festlassen. 

Es sei zweitens gı 2 ga. Dann wird jedes Körperelement, das 
alle Substitutionen von gı gestattet, auch alle Substitutionen von ga 
gestatten. 

Wir wollen zum Schluß noch die Frage stellen: Was geschieht mit 
der Galoisschen Gruppe von K(®) in bezug auf K, wenn man den 
Grundkörper K zu einem Körper A und dementsprechend auch den 
Oberkörper K(d) zu A(®) erweitert? (Wir setzen natürlich voraus, 
daß A(®) einen Sinn hat, d.h. daß A und d in einem gemeinsamen 
Oberkörper 2 enthalten sind.) 

Die Substitutionen %—d,, die nach der Erweiterung Auto- 
morphismen von A(®) ergeben, ergeben auch Isomorphismen von 
K (9), mithin, da K(d) normal ist, Automorphismen von K (Bd). Daher 
ist die Substitutionsgruppe nach der Erweiterung des Grundkörpers eine 
Untergruppe der ursprünglichen. Daß die Untergruppe eine echte sein 
kann, sieht man sofort, wenn man A speziell als Zwischenkörper von 
K und K(9) wählt. Die Untergruppe kann aber auch mit der ur- 
sprünglichen zusammenfallen; dann sagt man, daß die Erweiterung 
des Grundkörpers die Gruppe von K(d) nicht reduzrert. 


Aufgaben. 1. Zum Durchschnitt zweier Untergruppen der Galoisschen 
Gruppe & gehört der Vereinigungskörper der zu diesen Untergruppen gehöri- 
gen Körper, und zur Vereinigungsgruppe gehört der Durchschnittskörper!. 

2. Ist der Körper Z’ in bezug auf K zyklisch vom Grade n, so gibt es zu 
jedem Teiler d von n genau einen Zwischenkörper A vom Grade d, und zwei 
solche Zwischenkörper sind dann und nur dann ineinander enthalten, wenn 
der Grad des einen durch den des anderen teilbar ist. 

3. Mit Hilfe der Galoisschen Theorie bestimme man von neuem die Unter- 
körper der @F(p"r) ($ 43). 

4. EsseiKC A, und K(9) normal über K. Man zeige, daß die Gruppe von 
K(®) nach K dann und nur dann gleich der von A(9) nach A ist, wenn 
K(#)NnA=K ist. 

5. Mit Hilfe des Satzes von $ 56 zeige man: 

Der Körper K («,), der durch Adjunktion einer Wurzel einer irreduziblen 
algebraischen Gleichung entsteht, besitzt dann und nur dann einen Unter- 


körper A, so daß 
KcAcK(a), 


wenn die Galoissche Gruppe der Gleichung, als Permutationsgruppe der Wur- 
zeln aufgefaßt, imprimitiv ist. Insbesondere kann dann A so bestimmt werden, 
daß der Körpergrad (A/K) gleich der Anzahl der Imprimitivitätsgebiete ist. 
6. Man zeige, daß der Hauptsatz auch für inseparable Erweiterungen (Cha- 
rakteristik p) gilt mit folgenden Modifikationen. Behauptung 2 wird: Die Ge- 
samtheit der Elemente von &, welche die Substitutionen von g gestatten, ist 





1 Die Vereinigungsgruppe zweier Untergruppen bedeutet die durch die 
Vereinigungsmenge erzeugte Gruppe. Entsprechend definiert man den Begriff 
Vereinigungskörper. 
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der „Wurzelkörper von A in 2“, d. h. die Gesamtheit der Elemente von 2, von 
denen eine p/-te Potenz zu A gehört. Behauptung 3 wird: Zu jeder Untergruppe 
von g Kann man genau einen Körper A finden, der gegenüber der Operation 
des Ausziehens der p-ten Wurzel invariant ist und die Substitutionen von g 
und nur diese gestattet. Behauptung 4 gilt für die reduzierten Grade. 


$ 59. Konjugierte Gruppen, Körper und Körperelemente 


Es sei wieder ® die Galoissche Gruppe von 2’ nach K, und es sei 
ß ein Element von 2. Die Untergruppe g, die zum Zwischenkörper 
K(ß) gehört, besteht aus den Substitutionen, die ß invariant lassen. 
Die übrigen Substitutionen von & transformieren ß in die dazu kon- 
jugierten Größen und jede konjugierte Größe kann so erhalten wer- 
den ($ 57). Wir behaupten nun weiter: 

Die Substitutionen von ©, die B in ein vorgegebenes konjugiertes 
Element transformieren, bilden eine Nebenklasse tg von g, und jede 
Nebenklasse transformiert B in ein einziges konjugiertes Element. 


Beweis. Sind o und r Substitutionen, die ß in dasselbe konjugierte 
Element überführen: 


so folgt 

TUe)=-riTd)=ß; 
also ist 71o = o ein Element von g, und es folgt oe = ro; mithin 
liegen oe und r in derselben Nebenklasse rg. Liegen umgekehrt o 
und r in derselben Nebenklasse, also beide in rg, so ste = To, 
wobei co in g liegt; mithin ist 


e(f)=ro(d)=T(lo(d))= Tip). 


Aus diesem Satz folgt von neuem, daß der Grad von ß (= Anzahl 
der Konjugierten) gleich dem Index von g (= Anzahl der Neben- 
klassen) ist. 

Ein Automorphismus r, der $ in rß überführt, führt K(f) in den 
konjugierten Körper K(rß) über. Wir behaupten: Der Körper K(rß) 
gehört zur Untergruppe tgt.. 

Denn die zu K(rf) gehörige Untergruppe besteht aus den Sub- 
stitutionen co’, welche rß invariant lassen, für die also gilt 


otrß=rß 


oder 
trlotß=P 
oder 
trlot=o in q 
oder 
_ -1 
oe =Tort, 


d.h. es ist genau die Gruppe rg rl. 
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Zu konjugierten Körpern gehören demnach konjugierte Gruppen. 

Nach $ 57 ist ein Körper A über K dann und nur dann normal, 
wenn er mit allen seinen konjugierten Körpern identisch ist. Daraus 
folgt nunmehr: 

Ein Körper A,KCTAC2, ist dann und nur dann normal, wenn 
die zugehörige Gruppe g mit allen ihren Konjugierten tgt-! in © ıden- 
tisch, d.h. Normalteiler in & ist. 

Wenn nun A normal ist, so drängt sich die Frage auf: Welches 
ist die Gruppe von A in bezug auf K? 

Jeder Automorphismus aus ® transformiert A in sich selbst und 
bewirkt also einen Automorphismus der gesuchten Gruppe von A 
über K. Dem Produkt zweier Automorphismen aus & entspricht da- 
bei wieder das Produkt der entsprechenden Automorphismen von 4, 
also ist © auf die Gruppe von A homomorph abgebildet. Die Ele- 
mente aus ®, denen die Einheitssubstitution von A entspricht, sind 
gerade die von g; daraus folgt nach dem Homomorphiesatz ($ 10), 
daß die gesuchte Gruppe isomorph zur Faktorgruppe ®/g ist. Mithin: 

Die Galoissche Gruppe von A in bezug auf K ist isomorph zur 
Faktorgruppe Ö/g. 

Aufgaben. 1. Alle Unterkörper eines abelschen Körpers sind normal und 
se nt wieder abelsch. Alle Unterkörper eines zyklischen Körpers sind wieder 
Z 1SCN. 

ö 2. It KCACZ, und A der kleinste A umfassende Normalkörper in be- 


zug aufK, so ist die zu A gehörige Gruppe der Durchschnitt der zu A gehörigen 
Gruppe mit ihren konjugierten Gruppen. 


3. Welches sind die Unterkörper des Körpers Q (e; y 2), wo Qder rationale 
—1—V-3 
Grundkörper, oe = gm eine primitive dritte Einheitswurzel ist? 
Welches sind die Körpergrade ? Welche Unterkörper sind konjugiert, welche 
normal ? 


4. Dieselben Fragen für den Körper Q (Y2: V 5). 


$ 60. Kreisteilungskörper 


Es sei @ der Körper der rationalen Zahlen, also der Primkörper 
von der Charakteristik Null. Die Gleichung, die genau die primitiven 
h-ten Einheitswurzeln, jede einmal gezählt, zu Wurzeln hat: 


(1) D,(x) = 0 


(vgl. $42), heißt Kreisteilungsgleichung, und der Körper der A-ten 
Einheitswurzeln heißt Kreisteilungskörper oder Kreiskörper. Wir 
haben ja in $42 schon gesehen, daß die h-ten Einheitswurzeln im 
Körper der komplexen Zahlen den Einheitskreis in } gleiche Bogen 
teilen. 

Wir zeigen nun, daß die Gleichung (1) in @ irreduzibel ist. 
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Die irreduzible Gleichung, der eine beliebig gewählte primitive 
Einheitswurzel £ genügt, sei f(£) = 0. Dabei kann f(x) als ganz- 
zahliges primitives Polynom angenommen werden. Zu zeigen ist 
f(x) = Dale). 

Es sei p eine Primzahl, die nicht in } aufgeht. Dann ist mit & 
auch Z? eine primitive h-te Einheitswurzel und genügt einer ganz- 
zahligen primitiven irreduziblen Gleichung g(£?) = 0. Wir zeigen 
zunächst: /(x) = eg(2), woe = + leine Einheit im Ring der ganzen 
Zahlen ist. 

Das Polynom x* — 1 hat mit f(x) die Nullstelle { und mit g (x) die 
Nullstelle {? gemeinsam, es ist daher sowohl durch f(x) als auch durch 
9(x) teilbar. Wenn f(x) und g(x) wesentlich verschieden wären (d.h. 
sich nicht nur um eine Einheit als Faktor unterscheiden würden), so 
müßte x? — 1 durch f(x) g(x) teilbar sein: 


(2) «»— 1=f(e)g(e)h(e), 


wobei A (x) nach $ 30 wieder ein ganzzahliges Polynom ist. Weiter hat 
das Polynom g (x?) die Nullstelle Z, muß also durch f(x) teilbar sein: 


(3) g(2?) = (a) k(a); 
wiederum ist k (x) ein ganzzahliges Polynom. 


Wir fassen jetzt (2) und (3) als Kongruenzen modulo p auf. Es 

gilt modulo 9 
gar) = {gla)jP. 

Denn wenn man die Potenzierung rechts auf die Weise wirklich aus- 
führt, daß man zunächst g (x) als Summe von x-Potenzen ohne Koeffi- 
zienten schreibt (indem man etwa 2x? durch x? + x3 ersetzt) und 
dann nach der Rechenregel von $ 37 {g(x)}? durch Erhebung jedes 
einzelnen Gliedes in die p-te Potenz bildet, so erhält man gerade 
9(xP). Aus (3) folgt daher 
(4) {9 @)3? = f(x) k(@) (mod p). 
Wir denken uns nun beide Seiten von (4) in unzerlegbare Faktoren 
(mod p) zerlegt. Auf Grund des Satzes von der eindeutigen Faktor- 
zerlegung für Polynome mit Koeffizienten aus dem Körper Z/(p) 
(vgl. $18) muß ein beliebiger Primfaktor (x) von f(x) auch in 
{9 (x)}?, also in g (x) vorkommen. Die rechte Seite von (2) ist demnach 
modulo » durch 9 (x)? teilbar, also müssen die linke Seite x2* — 1 und 
ihre Ableitung Ax%-1 beide modulo p durch o(x) teilbar sein. hxr-1 
hat aber wegen A = 0 (mod p) nur Primfaktoren x, welche in x«® — 1 
nicht aufgehen. Wir sind damit auf einen Widerspruch gestoßen. 

Also ist in der Tat f(x) = + g(x) und £? Nullstelle von f(x). 

Wir wollen nun weiter zeigen: Alle primitiven Einheitswurzeln 
sind Nullstellen von f(x). Es sei {? eine primitive Einheitswurzel und 


v= Pı:.-Pn; 
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wo die % gleiche oder verschiedene Primfaktoren, aber sicher zu h 
teilerfremd sind. 

Da £ der Gleichung f(x) = 0 genügt, so muß nach dem eben Be- 
wiesenen auch [P! es tun. Wiederholung des Schlusses für die Prim- 
zahl 93 lehrt, daß auch ZPı?2 es tut. So weiterschließend, finden wir, 
daß Z’ der Gleichung f(x) = 0 genügt. 

Alle Nullstellen von ®, (x) genügen also der Gleichung f(x) = 0; 
da f(x) irreduzibel war und ®,(x) keine mehrfachen Faktoren hat, 
so folgt 

Dla)= fa). 


Damit ist die Irreduzibilität der Kreisteilungsgleichung bewiesen!. 

Auf Grund dieser Tatsache können wir die Galoissche Gruppe des 
Kreisteilungskörpers Q({) mühelos konstruieren. 

Zunächst ist der Körpergrad gleich dem Grad von ©, (x), also 
gleich (Rh) (vgl. $42). Ein Automorphismus von Q({) wird dadurch 
gegeben, daß Z in eine andere Nullstelle von ®, (x) übergeht. Null- 
stellen von ®, (x) sind alle Potenzen ?, wo / zu A teilerfremd ist. Es 
sei o, der Automorphismus, der £ in (* überführt. Dann und nur 
dann ist 


0} = Ou y 
wenn 
= {u 
oder 
A=u(h) 


ist. Weiter ist: 
07 04(d) = orllr) = tor lt = Ca, 
also 
0,04 = Oru- 
Die Automorphismengruppe von U(l) ist demnach isomorph zur 
Gruppe der zu h teilerfremden Restklassen mod h (vgl.$ 18, Aufgabe 6). 


Die Gruppe ist insbesondere abelsch. Folglich sind alle Unter- 
gruppen Normalteiler und alle Unterkörper normal und abelsch. 


Beispiel. Die zwölften Einheitswurzeln. Die zu 12 relativ-primen 
Restklassen werden repräsentiert durch 


1, 5, 7,11. 


Die Automorphismen können demnach mit 01, 05, 07, 011 bezeichnet 
werden, wobei £ durch den Automorphismus o, in Ö? übergeführt 


1 Für andere einfache Beweise siehe E. LANDAU und unmittelbar darauf- 
folgend I. ScHur in der Math. Z. Bd. 29 (1929). 
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wird. Die Multiplikationstafel lautet: 
01 |0 07 01 
05 | 0(ı 011 © 
07 |oı 01 05 
011 | 077 05 01 


Jedes Element hat die Ordnung 2. Außer der Gruppe selbst und 
der Einheitsgruppe gibt es also genau drei Untergruppen 


1. {01,; 05 }, 
2. {o1, 07 }, 
3. {01; o11$- 


Zu diesen drei Gruppen gehören quadratische Körper, erzeugt durch 
Quadratwurzeln. Um diese zu finden, überlegen wir uns folgendes: 
Die vierten Einheitswurzeln :, —: sind auch zwölfte Einheits- 
wurzeln, liegen also im Körper. Also ist Q(r) ein quadratischer 
Unterkörper. 
Ebenso liegen die dritten Einheitswurzeln im Körper. Da 


e=—-3+3y-3 
eine dritte Einheitswurzel ist, so ist O (Y — 3) ein quadratischer Unter- 
körper. 

Aus den beiden Quadratwurzeln i und ]/— 3 erhält man durch 
Multiplikation V3: Also ist @ ( y3) der dritte Unterkörper. 

Wir fragen nun, welche Untergruppen zu diesen drei Körpern 
gehören. 

Wegen 05£3 = [15 —= (3 gestattet ö = £3 den Automorphismus 
o3. Also gehört Q(i) zur Gruppe {o1, 05}. 

Wegen 07 6? = £?8 = [* gestattet o =? den Automorphismus o7. 
Somit gehört Q ( V- 3) zur Gruppe {cı, 07}. 

Der übrigbleibende Körper ® (V3) muß zur Gruppe {oı, o1ı} 
gehören. 

Je zwei der drei Unterkörper erzeugen den ganzen. Also muß sich 
die Einheitswurzel £ durch zwei Quadratwurzeln ausdrücken lassen. 
In der Tat ist: 

3 


—1+ N —3 i- 
— f-3 f4 — 7 -1ln— —ı Ö[i =. 
(4 = (4 (4 =ı 0 = U 2 2 
Aufgaben. 1. Die Größe & + Z”-1erzeugt für k > 2 stets einen Unterkörper 
vom Grad 3 o(h). 
2. Man bestimme Gruppe und Unterkörper des Körpers der achten Ein- 
heitswurzeln, und drücke diese durch Quadratwurzeln aus. 
3. Man bestimme die Gruppe und die Unterkörper des Körpers der siebten 
Einheitswurzeln. Was ist die definierende Gleichung des Körpers Q (£-+£-1)? 
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Der Exponent h der betrachteten Einheitswurzeln sei jetzt eine 
Primzahl g. Die Kreisteilungsgleichung lautet in diesem Fall 


D,(z) = Tea +22 +. +x+1=0. 
SiehatdenGradn=g— 1. 
Es sei £ eine primitive g-te Einheitswurzel. 
Die Gruppe der zu g teilerfremden Restklassen ist zyklisch ($ 43), 
besteht also aus den n Restklassen 


1,9,9°,...,g"=1, 
wo g eine „Primitivzahl mod g‘“, d.h. ein erzeugendes Element der 
Restklassengruppe ist. Die Galoissche Gruppe ist demnach auch 
zyklisch und wird erzeugt von demjenigen Automorphismus o, der & 


in £9 überführt. Die primitiven Einheitswurzeln lassen sich folgender- 
maßen darstellen: 


6,C9,0,...,e, wo "=. 


Wir setzen 
[0’ — Cy ) 
wobei mit den Zahlen » modulo n gerechnet werden kann wegen 
Er — E99’ . 
Es ist 


a)= cl) = {edle =" = Cm. 


Der Automorphismus o erhöht also jeden Index um 1. Die v-fache 
Wiederholung von o ergibt 


0? (di) = bir. 


Der Automorphismus 0” erhöht also jeden Index um ». 

Die ,;( = 0,1, ...,n — 1) bilden eine Körperbasis. Um das zu er- 
kennen, haben wir bloß zu zeigen, daß sie linear-unabhängig sind. In 
der Tat, die {; stimmen bis auf die Reihenfolge mit den /,...., (a1 
überein; eine lineare Relation zwischen ihnen würde also bedeuten: 


act tag alti=0, 
oder nach Heraushebung eines Faktors £: 
at+a+ +1? =0. 


Daraus folgt, da £ keiner Gleichung vom Grade <q — 2 genügen 
kann: 
a=n='"=0-=0; 


die Z; sind also linear-unabhängig. 
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Die Unterkörper des Kreisteilungskörpers ergeben sich sofort aus 
den Untergruppen der zyklischen Gruppe (vgl. $ 7, Schluß): 
Ist 
ei=n 
eine Zerlegung von n ın zwei positive Faktoren, so existiert eine Unter- 
gruppe g der Ordnung f, bestehend aus den Elementen 


0%, 0°, ..., o/De, Je, 


wobei ol® das Einselement ist. Jede Untergruppe kann so erhalten 
werden. 

Zu jeder solchen Untergruppe ® gehört nach dem Hauptsatz ein 
Zwischenkörper A, bestehend aus den Elementen, die die Substitu- 
tion o® und damit alle Substitutionen von ® gestatten. Solche Ele- 
mente sind 


(ö) „= Cy + Cy+te + Öy+2e "+ Cy+(f-1)e (v =(,...,e— 1). 


Die durch (5) definierten Größen no, ..-, e-ı heißen nach GAauss 
die f-gliedrigen Perioden des Kreiskörpers. 

Jedes n, gestattet die Substitution o® und ihre Potenzen, aber 
keine weiteren Substitutionen der Galoisschen Gruppe. Also ist jedes 
einzelne n, ein erzeugendes Element des Zwischenkörpers A. Wählt 
man z.B. v=(, so hat man 

A=Q(no) 
10 = Co+ let Lge + + £tmDe 
— E Eu C° + EI ... + me 

Damit sind alle Unterkörper des Kreiskörpers Q(Z) gefunden. 

Beispiel. Q(£) sei der Körper der 17-ten Einheitswurzeln: 

qg=17; n=]16. 

Eine Primitivzahl modulo 17 ist g = 3, denn alle zu 17 teiler- 


fremden Restklassen sind Potenzen der Restklasse 3 (mod 17). Unsere 
Basis des Kreiskörpers besteht also aus den 16 Elementen 


Geb held; G=l9; 
Es gibt Unterkörper der Grade 2, 4 und 8. Diese sollen jetzt der 


Reihe nach bestimmt werden. 
Die &-gliedrigen Perioden sind 


Mitt + te Herr rer, 
m=EHLTHE +49 + 774 05406. 
Wie man leicht nachrechnet, ist 


ntm=-—]| 
nn=—4. 


Kreisteilungskörper 181 


no und nı sind also die Wurzeln der Gleichung 
deren Lösung lautet: 


„= —4+43 17. 
Die 4-gliedrigen Perioden sind: 


&o=L +++, 

Sı=l? +05 +7 +LT5, 

&=[03+L7+L +2, 

&=67+[076+{[7 +88. 
Es ist 

ot he=n, 9ae=—|1, 

Aatßs=nm, Yıa=-—|!. 


Also genügen &0 und £&3 der Gleichung 

(7) 2 — nzc—1=0. 

Ebenso genügen £&ı und £&3 der Gleichung 

(8) x? — mc —-1l=0. 

Diese Gleichungen bringen zum Ausdruck, was wir von vornherein 


wußten, daß Q(£&o) quadratisch in bezug auf Q(no) ist. 
Zwei 2-gliedrige Perioden sind 


W=L +, 
= a4. 


Addition und Multiplikation ergeben: 


AD 4 AO = £o, 
9542318 + HE. 


Also genügen A) und A der Gleichung 


(9) 22—- KHA+E&ı=0. 
Schließlich genügt / selbst der Gleichung 
CHA 
oder 


6 —- WE +-1=0. 
Die 17-ten Einheitswurzeln können also durch sukzessive Auf- 
lösung von quadratischen Gleichungen berechnet werden. 


Aufgaben. 4. Man führe die analoge Untersuchung für den Körper der 
fünften Einheitswurzeln durch. 
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5. Zu beweisen, daß 70, -.., Ne-ı stets eine Basis des Körpers A bilden. 

6. Man zeige, daß die Lösungen der quadratischen Gleichungen (6) bis (9) 
reell sind und mit Zirkel und Lineal konstruiert werden können. Daraus ist 
eine Konstruktion des regelmäßigen Siebzehneckes abzuleiten. 

Bisher war der Grundkörper immer der Körper der rationalen 
Zahlen. Setzt man vom Grundkörper K nur voraus, daß seine Charak- 
teristik nicht in h aufgeht, so gilt immer noch, daß jeder Automor- 
phismus die primitive h-te Einheitswurzel £ in eine Potenz Ö* über- 
führt, wobei / zu h teilerfremd ist: 


act. 
Auch gilt wie vorhin die Gleichung 
0, Ou = Oru . 


Daraus folgt: Die Gruppe von K(£) ist isomorph einer Untergruppe 
der Gruppe der zu h teilerfremden Restklassen mod h. 


$ 61. Zyklische Körper und reine Gleichungen 


Es sei K ein Grundkörper, der die n-ten Einheitswurzeln enthält 
und in welchem das n-fache des Einselements nicht die Null ist (d.h. 
n nicht teilbar durch die Charakteristik). Dann behaupten wir: Die 
Gruppe einer ‚reinen‘ Gleichung 


an —a=— (a #0) 
ın bezug auf K ist zyklisch. 


Beweis. Ist 9 eine Wurzel der Gleichung, sosind £ 9, &29,..., "19 
(wo £ eine primitive n-te Einheitswurzel bedeutet) die übrigen!. Da- 
her erzeugt # schon den Körper der Wurzeln, und jede Substitution 
der Galoisschen Gruppe hat die Gestalt 


d—>.d. 


Die Zusammensetzung zweier Substitutionen # — Ö’d® und 9 — dud 
ergibt 9 — Ö4t’d. Es entspricht also jeder Substitution eine be- 
stimmte Einheitswurzel £” und dem Produkt der Substitutionen das 
Produkt der Einheitswurzeln. Also ist die Galoissche Gruppe iso- 
morph einer Untergruppe der Gruppe der n-ten Einheitswurzeln. Da 
die letztere Gruppe zyklisch ist, ist auch jede ihrer Untergruppen und 
damit auch die Galoissche Gruppe zyklisch. 

Ist speziell die Gleichung x” — a = 0 irreduzibel, so sind alle 
Wurzeln &’® zu # konjugiert und daher die Galoissche Gruppe iso- 
morph der vollen Gruppe der n-ten Einheitswurzeln. Ihre Ordnung 
ist ın diesem Falle n. 


1 Offensichtlich sind die Wurzeln alle verschieden, mithin die Gleichung 
separabel. 
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Wir wollen nun umgekehrt zeigen, daß jeder zyklische Körper 
n-ten Grades über K durch Wurzeln reiner Gleichungen x? — a = 0 
erzeugt werden kann. 

Es sei also 2’ ein zyklischer Körper vom Grade n, und es sei o die 
erzeugende Substitution der Galoisschen Gruppe, also o* = 1. Wir 
nehmen wieder an, daß der Grundkörper K die n-ten Einheitswurzeln 
enthält. 

Es sei { eine primitive n-te Einheitswurzel in K. Für jedes Ele- 
ment « in 2 können wir die ‚„Lagrangesche Resolvente‘ 


VD) Eo)=atloatlarat + Lr Tante 


bilden. Nach dem Unabhängigkeitssatz von $54 sind die Auto- 
morphismen 1, o, 02, ..., o%-1 linear unabhängig, also kann man « 
in 2 so wählen, daß (ö,«) = 0 ist. Der Automorphismus o führt 
(£, x) über in 


(2) o(Ea)=oa+loa ++ Eng 
= 1loa+lo?a+ +0) 
= Ö1(l,e). 


Daher bleibt die n-te Potenz ({, «)” bei der Substitution o ungeän- 
dert; d.h. (£,«)* gehört dem Grundkörper K an. 
Aus (2) folgt durch wiederholte Anwendung 


0’(&,0)= L”(6,a). 


Die einzige Substitution der Galoisschen Gruppe, die die Resol- 
vente (£,«) invariant läßt, ist die Identität. Also erzeugt (£,«) den 
ganzen Körper K(«). Daraus erhalten wir das gesuchte Resultat: 

Jeder zyklische Körper n-ten Grades läßt sich, wenn die n-ten Ein- 
heitswurzeln schon im Grundkörper liegen und n nicht durch die Cha- 
rakteristik teilbar st, durch Adjunktion einer n-ten Wurzel erzeugen. 

Enthält der Grundkörper K nicht die n-ten Einheitswurzeln, so 
haben wir, um die obigen Auflösungsmethoden mittels n-ter Wurzeln 
anwenden zu können, zunächst die n-ten Einheitswurzeln Can K zu 
adjungieren. Bei dieser Adjunktion bleibt die Galoissche Gruppe 
zyklisch, da eine Untergruppe einer zyklischen Gruppe stets zyklisch 
ist. 

Wir wollen nun noch einiges über die Irreduzibilität der reinen 
Gleichungen vom Primzahlgrad p beweisen. 

Enthält zunächst wieder der Grundkörper K die p-ten Einheits- 
wurzeln, so ist nach dem zu Anfang dieses Paragraphen Bewiesenen 
die Gruppe eine Untergruppe einer zyklischen Gruppe der Ordnung p 
und daher entweder die volle Gruppe oder die Einheitsgruppe. Im 
ersten Fall sind alle Wurzeln konjugiert, daher die Gleichung irre- 
duzibel. Im zweiten Falle sind alle Wurzeln gegenüber den Substitu- 
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tionen der Galoisschen Gruppe invariant; mithin zerfällt die Glei- 
chung schon im Körper K in Linearfaktoren. Also: Das Polynom 
xP — a zerfällt entweder ganz, oder es ist irreduzibel. 

Enthält K die Einheitswurzeln nicht, so läßt sich nicht so viel 
behaupten. Es gilt aber der Satz: 

Entweder ist ©? — a irreduzibel, oder a ist in K eine p-te Potenz, so 
daß in K eine Zerlegung 

ıP — a —=xP — 57 
= (0 — B) (Pi + Bap2 + + Bol) 

besteht. Ä 
Beweis. Nehmen wir an, x? — a sei reduzibel: 


ır —- a=ple) Ye). 


In seinem Zerfällungskörper zerfällt ©? — a in folgender Weise: 
p—1 
« —a=||(x — 29) (d9P —= a). 
v=( 


Daher muß der eine Faktor o(x) ein Produkt von gewissen Faktoren 
x — (?Ö sein, und das von x unabhängige Glied -b von o (x) muß die 
Form -+ £’d4 haben, wo £’ eine p-te Einheitswurzel ist: 

b=L du, 


bv — YPu — qu, 


Wegen 0 <u<P ist (u, p) = 1, daher mit passenden ganz ratio- 
nalen Zahlen o und o: 


europ=|1, 
a = amarP — beP.a°Pp; 


a ist also eine p-te Potenz. 


Interessante Sätze über die Reduzibilität der reinen Gleichungen enthalten 
die Arbeiten von A. CArELLI: Sulla ridueibilit& dell equazioni algebriche, 
Rendiconti Napoli 1898, und G. Daregı: Sulla riducibilitä dell’equazioni alge- 
briche. Annali di Mat. (4) 4 (1926). 


Aufgabe. 1. Wenn nicht vorausgesetzt wird, daß der Grundkörper K die 
n-ten Einheitswurzeln enthält, so ist die Gruppe der reinen Gleichung x? —a = 0 
isomorph einer Gruppe von linearen Substitutionen modulo n: 

x =cx-+b. 
[Der zugehörige Normalkörper ist K (9, £), und für jede Substitution o der 
Gruppe ist 

co d — ce, 


co» = [09]. 


$ 62. Die Auflösung von Gleichungen durch Radikale 


Bekanntlich lassen sich die Wurzeln einer Gleichung zweiten, 
dritten oder vierten Grades aus den Koeffizienten durch rationale 
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Operationen und Wurzelzeichen V: V ‚... („Badikale‘‘) berechnen 
(vgl. $ 64). Wir fragen nun, welche Gleichungen die Eigenschaft ha- 
ben, daß ihre Wurzeln sich aus Größen eines Grundkörpers K durch 
rationale Operationen und Radikale ausdrücken lassen. Dabei können 
wir uns natürlich auf irreduzible Gleichungen mit Koeffizienten aus 
K beschränken. Die Aufgabe besteht darin, durch sukzessive Ad- 
junktionen von Größen ya (wo a jeweils dem schon konstruierten 
Körper angehört) einen Körper über K zu konstruieren, der eine oder 
alle Wurzeln der vorgelegten Gleichungen enthält. 

Die Fragestellung ist aber in einem Punkt noch ungenau. Das 


. n . . ® .. ® ® . 
Wurzelzeichen y ist in einem Körper im allgemeinen eine mehrdeu- 


tige Funktion, und es fragt sich, welche Wurzel jeweils mit Vage- 
meint ist. Wenn man z.B. eine primitive sechste Einheitswurzel 
durch Radikale ausdrückt, indem man sie einfach durch yı oder gar 
durch Y 1 darstellt, wird man das als eine unbefriedigende Lösung 
anzusehen haben, während die Lösung =3 +} y-3 viel befriedi- 
gender ist, weil der Ausdruck 3 + 3 y—3 bei jeder Wahl des Wertes 
von V-3 (d.h. einer Lösung der Gleichung x? + 3 = 0) die beiden 
primitiven sechsten Einheitswurzeln darstellt. 

Die schärfste Forderung, die man in dieser Hinsicht stellen kann, 


ist die, daß man erstens alle Lösungen der fraglichen Gleichung durch 
Ausdrücke der Gestalt 


Ü) Ve ya after 


(oder ähnlich) darstellen soll und daß zweitens diese Ausdrücke auch 
bei jeder Wahl der in ihnen vorkommenden Radikale Lösungen der 
Gleichung darstellen sollen. (Dabei ist natürlich, wenn ein Radikal 
Ya im Ausdruck (1) mehrmals vorkommt, ihm stets derselbe Wert 
beizulegen.) 

Nehmen wir an, die erste Forderung sei erfüllt. Dann wird die 
zweite auch erfüllt sein, sobald man dafür sorgen kann, daß bei der 


sukzessiven Adjunktion der Radikale ya im Augenblick einer solchen 
Adjunktion die jeweilige Gleichung x? — a = 0 stets vrreduzibel ist. 
Denn dann werden alle möglichen Wahlen der ya stets konjugierte 
Größen ergeben, welche sich also durch Isomorphismen ineinander 
überführen lassen, und diese Isomorphismen lassen sich bei allen 
weiteren Adjunktionen zu Isomorphismen der Erweiterungskörper 
fortsetzen (vgl. $41). Wenn also bei einer Wertbestimmung der 
Radikale ya der Ausdruck (1) eine Wurzel der fraglichen Gleichung 


darstellt, so muß er bei jeder Wertbestimmung eine Wurzel der frag- 
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lichen Gleichung darstellen, da jeder Isomorphismus stets die Null- 
stellen eines Polynoms aus K[x] wieder in ebensolche Nullstellen 
überführt. 

Nach diesen Vorbemerkungen sind wir imstande, den Hauptsatz 
über die durch Radikale lösbaren Gleichungen zu formulieren: 

1. Wenn auch nur eine Wurzel einer in K irreduziblen Gleichung 
f(x) = 0 sich durch einen Ausdruck (1) darstellen läßt und wenn die 
Wurzelexponenten nicht durch die Charakteristik des Körpers K teilbar 
sind, so ist die Gruppe dieser Gleichung auflösbar. 2. Wenn umgekehrt 
die Gruppe der Gleichung auflösbar ist, so lassen sich alle Wurzeln 
durch Ausdrücke (1) darstellen, und zwar so, daß bei den sukzessiven 


Adjunktionen der ya die Exponenten Primzahlen und die Gleichungen 


zn — a = 0 jeweils irreduzibel sind, vorausgesetzt, daß die Charakte- 
ristik des Körpers K Null oder größer als die größte Primzahl ist, die 
unter den Ordnungen der Kompositionsfaktoren vorkommt!. 

Der Satz besagt also im wesentlichen, daß die Auflösbarkeit der 
Gruppe für die Auflösbarkeit der Gleichung durch Radikale ent- 
scheidend ist. Der Begriff der Auflösbarkeit durch Radikale ist im 
ersten Teil des Satzes möglichst schwach, im zweiten Teil aber mög- 
lichst stark gefaßt, so daß der Satz möglichst viel aussagt. 


Beweis. 1. Zunächst kann man alle Wurzelexponenten in (1) zu 
Primzahlen machen vermöge 


18, — a 
ya-y/ a. 


Sodann adjungieren wir zu K alle pı-ten, pa-ten usw. Einheits- 
wurzeln, wo ?ı, p2, ... die als Wurzelexponenten in (1) auftretenden 
Primzahlen sind. Das kommt also auf eine Reihe von aufeinander- 
folgenden zyklischen normalen Körpererweiterungen hinaus, die wir 
noch in Erweiterungen von Primzahlgrad zerlegt denken können. 
Sind aber diese Einheitswurzeln einmal vorhanden, so ist auch die 


Adjunktion einer ya nach $ 61 entweder überhaupt keine Erweite- 
rung oder eine zyklische normale Erweiterung vom Grade ?. Wir 
adjungieren nun, sobald wir ein ya adjungiert haben, nacheinander 


auch alle p-ten Wurzeln aus den zu a konjugierten Größen; das sind 
entweder gar keine oder zyklische Erweiterungen von Primzahlgrad, 
und durch sie erreichen wir, daß unsere Körper hernach immer 
normal in bezug auf K bleiben. So kommen wir schließlich durch eine 
Reihe von zyklischen Adjunktionen: 


(2) KcAıcAac'*cAo; 


1 Wenn man außer Radikalen von der beschriebenen Art auch noch Ein- 
heitswurzeln in der Auflösungsformel zuläßt, so läßt sich die letztere Bedin- 
gung ersetzen durch die schwächere: unter den Ordnungen der Kompositions- 
faktoren soll die Charakteristik nicht vorkommen. 
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zu einem Normalkörper A» = @, der den Ausdruck (1), eine Wur- 
zel von f(x), enthält. Da der Körper 2 normal ist, enthält er alle 
Wurzeln von f(x), d.h. er enthält den Zerfällungskörper 2 von f(x 

Es sei & die Galoissche Gruppe von (2 nach K. Dann entspricht 
der Körperkette (2) eine Kette von Untergruppen von ®: 


(3) 2613 23.38, = 


und jede dieser Gruppen ist Normalteiler in der vorangehenden, wo- 
bei die Faktorgruppe zyklisch von Primzahlordnung ist. Das heißt, 
die Gruppe ® ist auflösbar und (3) eine Kompositionsreihe. 

Zum Körper 2 gehört eine Untergruppe 9, Normalteiler von ©, 
und nach $51 können wir auch durch 9 eine Kompositionsreihe 
legen, welche dann bis auf Isomorphie dieselben Kompositionsfak- 
toren hat, eventuell in anderer Reihenfolge: 


(4) GIH12 HI "IHI DE, 


Die Galoissche Gruppe von 2 nach K ist die Gruppe ©/9; für sie 
haben wir jetzt die Kompositionsreihe 


8/99 91/92 82192918 = €, 


deren Faktoren nach dem zweiten Isomorphiesatz ($ 50) zu den ent- 
sprechenden Faktoren von (4) l1-isomorph, also wieder zyklisch von 
Primzahlordnung sind. Damit ist die Behauptung 1 bewiesen. 

Zu Behauptung 2 beweisen wir zunächst den 


Hilfssatz. Die g-ten Einheitswurzeln (q prim) sind durch ‚‚irreduzible 
Radikale‘ (d. h. Wurzeln irreduzibler Gleichungen zP —a=0) aus- 
drückbar, vorausgesetzt, daß die Charakteristik von K Null oder größer 
als q ist. 


Da die Behauptung für q = 2 trivial ist (die zweiten Einheits- 
wurzeln +1 sind ja rational), können wir sie für alle Primzahlen 
unterhalb q als bewiesen annehmen. Der Körper der g-ten Einheits- 
wurzeln ist nach $ 60 zyklisch und der Körpergrad ein Teiler von 
q— 1. Wenn wir also qg— 1 in Primfaktoren zerlegen: qg— 1 
= peı... 9%, so können wir diesen Körper durch eine Folge zykli- 
scher Erweiterungen von den Graden p, aufbauen. Adjungieren wir 
nun vorher die pı-ten, ..., p,-ten Einheitswurzeln, die nach der In- 
duktionsvoraussetzung ja durch Radikale ausdrückbar sind, so kön- 
nen wir auf die zyklischen Erweiterungen der Grade p, den Satz von 
$61 anwenden, der die Darstellbarkeit der sukzessiven Körper- 
erzeugenden durch Radikale lehrt. Die betreffenden Gleichungen 
xPv — a = 0) müssen irreduzibel sein, da sonst die Körpergrade nicht 
gleich den p, sein könnten. 

Nunmehr können wir N Behauptung 2 beweisen, Es sei 2 der 
Zerfällungskörper von f(x), und 85 613°-"53&©,; = sei eine 
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Kompositionsreihe für die Galoissche Gruppe von 2Z’in bezug auf K. 
Zu dieser Reihe von Gruppen gehört eine Reihe von Körpern: 


KcAıc-cAı=2, 


deren jeder normal und zyklisch in bezug auf den vorangehenden ist. 
Sind g1,9g2,... die in der Reihe vorkommenden Relativgrade, so 
adjungieren wir an K zunächst die gı-ten, ga-ten usw. Einheitswur- 
zeln, was nach dem Hilfssatz durch irreduzible Radikale möglich 
ist. Sodann lassen sich nach dem Satz von $ 61 die Erzeugenden von 
Aı, Ag, ..., Aı durch Radikale ausdrücken, wobei die betreffenden 
Gleichungen x?’ — a = 0 jedesmal entweder irreduzibel sind oder 
ganz zerfallen ($ 61, Schluß); im letzteren Fall ist die Adjunktion 
des betreffenden Radikals überflüssig. Damit ist 2. bewiesen. 

Daß die Behauptung 2 wirklich falsch wird, wenn einer der 
Grade g, gleich der Charakteristik p des Körpers wird, zeigt das 
folgende Beispiel: Die ‚allgemeine Gleichung 2. Grades“ x? + ux 
+v=0 (u, v Unbestimmte, die dem Primkörper der Charakte- 
ristik 2 adjungiert werden) ist irreduzibel und separabel und bleibt 
irreduzibel bei Adjunktion sämtlicher Einheitswurzeln. Adjunktion 
einer Wurzel einer irreduziblen reinen Gleichung von ungeradem 
Grade kann die Gleichung nicht zum Zerfall bringen, da eine solche 
Adjunktion einen Körper ungeraden Grades erzeugt. Adjunktion 
einer Quadratwurzel kann aber die Gleichung ebensowenig zum Zer- 
fall bringen, weil dabei der reduzierte Körpergrad sich nicht ändert. 
Die Gleichung ist also in keiner Weise durch Radikale lösbar. 


Anwendung. Die symmetrischen Permutationsgruppen von 2, 3 
oder 4 Ziffern (und ihre Untergruppen) sind auflösbar; daraus erklärt 
sich die Möglichkeit der Auflösungsformeln der Gleichungen 2., 3. 
und 4. Grades (Ausführung in $ 64). Die symmetrischen Gruppen 
von 5 und mehr Ziffern sind aber nicht mehr auflösbar ($ 55), und 
wir werden sogleich sehen, daß es Gleichungen von jedem Grade 
gibt, deren Gruppe wirklich die symmetrische ist; daher gibt es keine 
allgemeine Auflösungsformel für die Gleichungen 5. Grades oder 
höherer Grade. Nur gewisse spezielle von diesen Gleichungen (wie 
die Kreisteilungsgleichungen) können durch Radikale gelöst werden. 


$ 63. Die allgemeine Gleichung n-ten Grades 


Unter der allgemeinen Gleichung n-ten Grades versteht man die 
Gleichung 


(1) zR — Urznl 4 un 2 — ++ (— 1)? un =0, 


mit unbestimmten Koeffizienten uı, ..., Un, die dem Grundkörper K 
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adjungiert werden. Sind ihre Wurzeln vı, ..., %n, so ist 


u=tıTr'tdn 
ug = vıva + vıV3 + "+ Un-1Un: 


Wir vergleichen die allgemeine Gleichung (1) mit einer anderen 
Gleichung, deren Wurzeln Unbestimmte zı, ..., %n sind und deren 
Koeffizienten daher die elementarsymmetrischen Funktionen dieser 
Unbestimmten sind: 


(2) | zn — 012014 092072 — + + (— 1)? ou 


= (2 — rı)(2— 22)...(2 — &n) =0; 


07 =X%ı+t'"'+X%, 
02 =XX%2 + X1X%3 + "+ In-1%n; 


Die Gleichung (2) ist separabel und hat als Galoissche Gruppe in 
bezug auf den Körper K(oı, ..., 0„) die symmetrische Gruppe aller 
Permutationen der x,; denn jede solche Permutation stellt einen 
Automorphismus des Körpers K(zı, ..., &n) dar, der die symmetri- 
schen Funktionen o1,..., 0n und somit auch alle Elemente des Kör- 
pers K(oı,...., 0„) invariant läßt. Jede Funktion der xı, ...., &n, die 
bei den Permutationen der Gruppe invariant bleibt, gehört also dem 
Körper K(oı,..., 0n) an; d.h. jede symmetrische Funktion der x, ist 
rational durch 01, ..., on ausdrückbar. Damit haben wir einen Teil 
des „Hauptsatzes über symmetrische Funktionen“ von $33 mit 
Hilfe der Galoisschen Theorie neu bewiesen. 

Auch den ‚‚Eindeutigkeitssatz‘‘ von $ 33, d.h. die Tatsache, daß 
keine Relation f(cı, ..., 0n) = 0 bestehen kann, wenn nicht das Poly- 
nom f selber identisch verschwindet, erhalten wir mühelos wieder. Denn 
gesetzt, es wäre 


f(oı,..-, On) = (I; > ac, ...,K1X2 ...Xn)=0, 


so würde diese Relation bestehen bleiben bei Substitution der Größen 
v für die Unbestimmten x;. Wir hätten also 


Do, > UvR,...,v102...0n) = 0 


oder f(u1,...,%n) =0; also würde f identisch verschwinden. 
Aus dem Eindeutigkeitssatz folgt, daß die Zuordnung 
(ui, -..,un)—> flo, .--, On) 


nicht nur ein Homomorphismus, sondern ein Isomorphismus der 
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Ringe K[uı,...., un] und Klo, ...., on] ist. Sie läßt sich zu einem 
Isomorphismus der Quotientenkörper K (v1 ,...,u„) und K(o1,...,0n) 
und nach $ 41 weiter zu einem Isomorphismus der Nullstellenkörper 
K(v1,...,0n) und K(zı,..., 2„) erweitern. Die v; gehen in die x; in 
irgendeiner Reihenfolge über; da die x; aber permutierbar sind, kön- 
nen wir auch jedes v; in x; übergehen lassen. Damit ist bewiesen: 

Es gibt einen Isomorphismus 


K(v1,..., Un) > K(xı,...,Xn); 


der jedes v; in x;, jedes u; ın o; überführt. 

Vermöge dieses Isomorphismus können alle Sätze über die Glei- 
chung (2) unmittelbar auf (1) übertragen werden. Insbesondere erhält 
man: 

Die allgemeine Gleichung (1) ist separabel und hat als Galoissche 
Gruppe in bezug auf ihren Koeffizientenkörper K (u1, .-., Un) die sym- 
metrische. Der Grad ihres Zerfällungskörpers ist n! 

Wir setzen 

K(un,...,un)=4, 


K(vi,..., Y%)=& 


und bezeichnen die symmetrische Gruppe mit S,. Sie besitzt immer 
eine Untergruppe vom Index 2: die alternierende Gruppe U,„. Der 
zugehörige Zwischenkörper A hat den Grad 2 und wird von jeder 
Funktion der v; erzeugt, welche WV,„, nicht aber S„ gestattet. Eine 
solche Funktion ist, falls die Charakteristik von K von 2 verschieden 
ist, das Differenzprodukt 

Te - vw) = YD, 

i<k 
dessen Quadrat die Diskriminante der Gleichung (1) 

D= I] (%; — v%x)* 
i<k 

ist. Die Diskriminante ist eine symmetrische Funktion, also ein Poly- 
nom in den u. Den Körper A erhalten wir also in der Form 


A=4A(YD). 


Für n > 4 ist die Gruppe U, einfach ($ 55), daher 
(3) En Un DE 


eine Kompositionsreihe. Die Gruppe S,„ ist also für n > 4 nicht 
auflösbar, und daraus folgt nach $ 62 der berühmte Satz von ABEL: 
Die allgemeine Gleichung n-ten Grades ist für n > 4 nicht durch 
Radikale lösbar. 
Für n = 2 und n = 3 sind in (3) die Kompositionsfaktoren zy- 
klisch. Für n = 2 ist sogar YA, = 6; für n = 3 haben die Faktoren 
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die Ordnungen 2 und 3. Für 2 = 4 hat man die Kompositionsreihe 
er Un2Bıa23226, 
wo ®4 die „Kleinsche Vierergruppe“ 
{1, (12) (34), (13) (24), (14) (23)} 


und #2 irgendeine ihrer Untergruppen der Ordnung 2 ist. Die Ord- 
nungen der Kompositionsfaktoren sind 

2,3,2,2. 
Auf diesen Tatsachen beruhen die Auflösungsformeln der Gleichun- 


gen 2., 3. und 4. Grades, die wir im nächsten Paragraphen behandeln 
werden. 


$ 64. Gleichungen zweiten, dritten und vierten Grades 


Die Auflösung der allgemeinen Gleichung 2. Grades 
22 + px +9g=0 
muß nach der allgemeinen Theorie durch eine Quadratwurzel ge- 


schehen können; für diese kann man wählen (vgl. den Schluß des 
vorigen Paragraphen) das Differenzenprodukt der Wurzeln xı, x2: 


21 —22=YD; D=p?:—4g. 
Hieraus und aus 
ı1rm=—p 
erhält man die bekannten Auflösungsformeln 


— D —p—YD 
xı = + /D x93 II PD . 


Voraussetzung ist dabei nur, daß die Charakteristik des Grundkörpers 
nicht 2 ist. 
Die allgemeine Gleichung 3. Grades 
23 + aı2? +a22 +a3 = 0 
läßt sich zunächst durch die Substitution 
z=x—taı 
auf die Gestalt 
a2 +-pı+g=0 
bringen!. (Entsprechend der allgemeinen Auflösungstheorie des vor- 





ı Nur zur Vereinfachung der Formeln. Aus dem Beweis ist ebenso leicht 
zu entnehmen, wie die Ausführungsformeln für die ursprüngliche Gleichung 


23 +aı2? +a92 +a3 = 0 


lauten. 
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letzten Paragraphen setzen wir voraus, daß die Charakteristik des 
Grundkörpers von 2 und 3 verschieden sei.) 
Gemäß der Kompositionsreihe 


EzIUzIE 


adjungieren wir zunächst das Differenzprodukt der Wurzeln: 


(x — 28) (v1 — 3) (x — 23) = YD = Y— 4p? — 2742 


(vgl. $33, Schluß, wo wir a =0, aa =, a3 = — q zu setzen ha- 
ben). Durch diese Adjunktion entsteht ein Körper A (yD), in bezug 
auf den die Gleichung die Gruppe 3 hat, also eine zyklische Gruppe 
3. Ordnung. Der allgemeinen Theorie von $ 62 entsprechend adjun- 
gieren wir zunächst die dritten Einheitswurzeln: 


() e=—-3+3)-3, @=-4-3])-3 
und betrachten dann die Lagrangeschen Resolventen: 


1l,.)=mı + +%5=0, 
(2) (o; 21) =Xı-+t 02% + 0?23, 
(0%, 2ı)=rXı + 0?22 + 023. 
Die dritte Potenz einer jeden dieser Größen muß sich rational durch 
Y- 3 und VD ausdrücken. Die Rechnung ergibt: 
e,.1?=a+trR} +23 
+3orixa +3o2dx3 +3ox3xı 
+ 3022122 + 30?x2x2 + 3o?x3x? 
+6x1ı7283, 
und entsprechend ergibt sich (02, xı)®? durch Vertauschung von o 
und 02. Setzen wir hierin (1) ein und beachten 


VD = (&ı — 22) (vı — 23) (x2 — 23) 
= 3X + 2503 + 0201 — aır) — aaa — 230, 
so folgt: 
(0, 21)? = DEz — 3 > atze 4 67122203 + 3 y— 3 VD. 
Die hier auftretenden symmetrischen Funktionen lassen sich nach 
$ 33 leicht durch die elementarsymmetrischen Funktionen o1, 02, 03 


und damit durch die Koeffizienten unserer Gleichung ausdrücken. 
Es ist 


o? =) x? +3 DIEzEZ +62r71X%282%3 = 0 wegen oı =(, 


9 9 27 
-yanR=- 5,2 U — 5 %ıX%X%3 =0 wegen 01 =(, 
2 rn 


3 27 
PaE;; — 5 2 rla +621 29203 = — 49; 
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daher 
(0,2) = — +5 3 /D 
a®=—.g+r5)-3) 


und ebenso 
237 


(= -2-94- 51-312. 


Die beiden kubischen Irrationalitäten (o, xı) und (0°, xı) sind 
nicht unabhängig; sondern es ist 
o,1), (ed, 1) rt tletre air + (et e)aırs+ 
+ (0 +0°)x223 
= +22 +22 — 2102 — 2103 — XgXg 
=0?—- 39a = —3P. 


Man hat also die Kubikwurzeln 





. 27 3 oo 
(0,21) = V-u+3v=3D. 
ı/ a 3, —— 
(= - 30-3 7-8D 


so zu bestimmen, daß ihr Produkt 


(3) 


(4) (0, 21) (0%, 21) = — 3 
wird. 
Um die Wurzeln xı, x3, x3 auszurechnen, multiplizieren wir die 


Gleichungen (2) der Reihe nach mit 1,1, 1 bzw. 1, 02, o bzw. 1, o, o? 
und addieren sie. So erhalten wir: 


3m = >, (&, 21) = (0,21) + (0% a1); 
4 


(5) 3.22 =D LE, 81) = 0%(e, 21) + o(ed,&ı), 
Ü 

3:23 = DE 2,0) = 00,21) + 020%, 21). 
1a 


Die Formeln (3), (4), (5) sind die ‚Auflösungsformeln von CARDANO“. 
Sie gelten kraft ihrer Herleitung nicht nur für die ‚allgemeine‘, 
sondern auch für jede spezielle kubische Gleichung. 


Realitätsfragen. Ist der Grundkörper, dem die Koeffizienten p, g angehören, 
ein reeller Zahlkörper K, so sind zwei Fälle möglich: 

a) Die Gleichung hat eine reelle und zwei konjugiert-komplexe Wurzeln. 
Dann ist offenbar (xı — x2) (%ı — xX3) (a — x3) rein imaginär, mithin D<O. Die 
Größen + Y—3D sind reell, und man kann in (3) für (eo, xı) eine reelle dritte 
Wurzel wählen. Wegen (4) wird dann auch (o?, xı) reell, und die erste Formel (5) 
liefert 3x} als Summe zweier reeller Kubikwurzeln, während x3 und xz3 als 
konjugiertkomplexe Größen dargestellt werden. 
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b) Die Gleichung hat drei reelle Wurzeln. Jetzt ist / D reell, mithin D>0. 
Im Falle D = 0 (zwei Wurzeln gleich) geht alles wie bisher; im Falle D > 0 
aber werden die Größen unter dem Kubikwurzelzeichen in (3) imaginär, und 
man erhält mithin die drei (reellen) Ausdrücke (5) als Summen tmaginärer 
Kubikwurzeln, d.h. nicht in reeller Form. 

Dieser Fall ist der sog. ‚„„Casus irreducibilis‘‘ der kubischen Gleichung. Wir 
zeigen, daß es ın diesem Fall tatsächlich unmöglich ıst, die Gleichung 


2 +pr +g=0 


durch reelle Radikale aufzulösen, es sei denn, daß die Gleichung schon im Grund- 
körper K zerfällt. 
Die Gleichung 2? + px +g = 0 sei also irreduzibel in K und habe drei 


reelle Wurzeln xı, x2, &3. Wir adjungieren zunächst VD. Dadurch zerfällt die 


Gleichung nicht (denn der höchstens quadratische Körper K (/.D) kann keine 
Wurzel einer irreduziblen kubischen Gleichung enthalten), und ihre Gruppe 
wird jetzt Y3. Wenn es nun möglich ist, die Gleichung durch eine Reihe von 
Adjunktionen reeller Radikale, deren Wurzelexponenten natürlich als Prim- 
zahlen angenommen werden können, zum Zerfall zu bringen, so gibt es unter 


h_- 
diesen Adjunktionen eine ‚kritische‘ Adjunktion Ya (h prim), die gerade den 


N .—- 
Zerfall bewirkt, während vor der Adjunktion der Va, etwa im Körper A, die 
Gleichung noch irreduzibel war. Nach $ 61 ist entweder x* — a irreduzibel in 4A, 
oder a ist eine h-te Potenz einer Zahl aus A. Der letzte Fall scheidet aus, da 
dann die reelle A-te Wurzel aus a schon in A enthalten wäre, also ihre Adjunk- 
tion keinen Zerfall bewirken könnte. Also ist x? — a irreduzibel und der Grad 


des Körpers A (Ya) genau h.In A (Ya) ist nach Voraussetzung eine Wurzel der 
in A noch irreduziblen Gleichung x3 + px -+qg=0 enthalten; mithin ist Ah 


durch 3 teilbar, also h = 3, und etwa A (Y a) = A(xı). Der Zerfällungskörper 
A(zı, x&2, %3) hat in bezug auf A ebenfalls den Grad 3; mithin ist auch 


Al Va) —= A(zı, x2, 23). Der nunmehr als normal erkannte Körper A (Ya) muß 


neben V a auch die konjugierten Größen o Ya und o2 Ya enthalten, also auch 
die Einheitswurzeln o und 0°. Damit sind wir aufeinen Widerspruch gestoßen ; 


denn der Körper A (a) ist reell und die Zahl o nicht. 
Die allgemeine Gleichung 4. Grades 
24 + aı2? a2? +az2z a4 =0 
kann wieder durch die Substitution 
z=x— taı 
in ap? +gce+r=0 
transformiert werden. Zu der Kompositionsreihe 
Er UI Da Ba IC 


gehört eine Reihe von Körpern 


Die Charakteristik von A sei wieder +2 und +3. Die explizite Be- 
stimmung von D ist, wie wir sehen werden, nicht nötig. Der Körper 
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Aı wird aus A (VD) erzeugt durch eine Größe, welche die Substitu- 
tionen von 34, aber nicht die von Xı gestattet; eine solche ist 


09, = (21 + x) (03 + Xu). 


Diese Größe gestattet, nebenbei bemerkt, außer den Substitutionen 
von ®4 noch die folgenden: 


(12), (34), (1324), (1423) 


(die zusammen mit ®4 eine Gruppe der Ordnung 8 bilden). Sie hat in 
bezug auf A drei verschiedene Konjugierte, in die sie durch die Sub- 
stitutionen von ©, übergeführt wird, nämlich: 
O1 = (Xı + 22) (23 + Xu), 
92 = (Xı + %3) (te + 2a); 
O3 = (1 + 2x4) (22 + 23). 
Diese Größen sind Wurzeln einer Gleichung 3. Grades 
(6) 93 — 6,9? +59 —b3—=0, 
worin die b; die elementarsymmetrischen Funktionen von O1, ©a, O3 
sind: 
bı=Oı + 9%+ 0; = 2) xız —2p, 
bs = 2 910: = 785 +3 I afraaz + 6rıwargra, 
b3 = 9192093 — Yaiazaz + 2 I rairarara + 
-t SETESER: + 4 Y ajaargrı. 
ba und ba können durch die elementarsymmetrischen Funktionen 
01, 02, 03, 04 der x; ausgedrückt werden. Es ist (Methode des $ 33): 
= DESLE 4 27 xtxaxy + 621722324 = P?, 
0103 = > rag + Iran = 0, 
— 404= — 4xX1Xotzxy = — 4r 
bs = ri: ze 3 > xi203 + 621 2220324 = p? —Ar; 
010203 = Driadrg +3 I afagagaı + 3 D ajagaz +8 I aiegazny 














’ 

2.9 
- n= _- > afreangaı — Ay razaay 
= ? 

2 22,2 Le 2 22 
— 0, = — N atazaz — 2 I array 
— 2 
= 4 

9) 
ba = Yafadaz + 2 I afagaganı + 2 I aiadaz + 1 I Massa 
— 2 


Damit wird die Gleichung (6) zu: 
(7) 0 — 2p02 + (40 +2=0. 
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Diese Gleichung heißt die kubische Resolvente der Gleichung 4. Gra- 
des; ihre Wurzeln ©,, 92, O3 können nach ‚‚CARDANO“ durch Radi- 
kale ausgedrückt werden. Jedes einzelne © gestattet eine Gruppe von 
acht Permutationen; alle drei gestatten aber nur 34, und daher ist 


K(0ı, 2, 93) = Aı. 

Der Körper Asa entsteht aus Aı durch Adjunktion einer Größe, 
die nicht alle vier Substitutionen von %4, sondern nur (etwa) das 
Einselement und die Substitution (12) (34) gestattet. Eine solche 
ist <i + x. Man hat 

(kıt2)@3t+r)=9 und m+m)+ ls +R)=0, 
daher etwa on a 

x +22 = \- 9ı; x +4 = — Y- 9. 
Ebenso hat man 

x + 23 = — @3; x +2 = — Y- 9; 

%ı +24= \— 95; x +23 = — \/— 9. 


Diese drei Irrationalitäten sind aber nicht unabhängig; sondern es ist 


Y- 91: V— 92 Y— 93 = (xı + 22) (1 4 %3) (xı + %) 

— 27 + ajl®2 +83 + 84) 4+ CıRaRz + 218204 + 2ıR3X4 + Bora Ta 

= a +82 +23 +2) + Drızarz 

= > T1X23X3 

= —qg. 
Zwei quadratische Irrationalitäten braucht man gerade, um von %4 
zu & hinunter- oder von A zu 2 hinaufzusteigen; denn 4 hat die 
Ordnung 4 und besitzt eine Untergruppe von der Ordnung 2. Und 
tatsächlich lassen sich durch die drei Größen © (die schon von zweien 
unter ihnen abhängen) die x; rational bestimmen; denn es ist 


22x, = Y- 9ı+-92 +) 9, 
2» = 9 -)-6&,—- 6, 
223 = — 01 + Y— &— \— 9, 
24= - 9-4 Yo, 
Das sind die Auflösungsformeln der allgemeinen Gleichung 4. Gra- 
des. Sie gelten kraft ihrer Herleitung auch für jede spezielle Gleichung 


4. Grades. 
Bemerkung. Wegen 
91 — 9 = — (tı — xu) (%2 — 3), 
91 — 93 = — (xı — 2x3) (x — a), 
O2 — O3 = — (Xı — x2) (%3 — Xu) 
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ist die Diskriminante der kubischen Resolvente gleich der Diskrimi- 
nante der ursprünglichen Gleichung. Das gibt ein einfaches Mittel, 
die Diskriminante der Gleichung 4. Grades zu berechnen, da wir die 
der kubischen Gleichung schon kennen; man findet: 


D = 16p4r — 4p?g? — 128 p?r? + 144 pg?r — 27 g* + 2563. 


Aufgaben. 1. Die Gruppe der kubischen Resolvente einer bestimmten 
Gleichung 4. Grades ist die Faktorgruppe der Gruppe der Ausgangsgleichung 
nach ihrem Durchschnitt mit der Vierergruppe B4. 

2. Man bestimme die Gruppe der Gleichung 


22? +r+1=0. 
[Vergleiche Aufgabe 3, $ 57 und die vorstehende Aufgabe 1.] 


$ 65. Konstruktionen mit Zirkel und Lineal 


Wir wollen die Frage untersuchen: Wann ist ein geometrisches 
Konstruktionsproblem mit Zirkel und Lineal lösbar? 

Gegeben seien einige elementargenometrische Gebilde (Punkte, 
Gerade oder Kreise). Die Aufgabe laute, daraus andere zu kon- 
struieren, welche gewissen Bedingungen genügen. 

Wir denken uns zu den gegebenen Gebilden noch ein kartesisches 
Koordinatensystem hinzugegeben. Alle gegebenen Gebilde kann man 
dann durch Zahlen (Koordinaten) repräsentieren, und das gleiche gilt 
für die zu konstruierenden Gebilde. Wenn es gelingt, die letzteren 
Zahlen (als Strecken) zu konstruieren, so ist die Aufgabe gelöst. Alles 
ist demnach auf die Konstruktion von Strecken aus gegebenen 
Strecken zurückgeführt. Es seien a, b,.... die gegebenen Strecken, 
x eine gesuchte. 

Wir können nun zunächst eine hinreichende Bedingung für die 
Konstruierbarkeit angeben: 

Immer dann, wenn eine Lösung x des Problems reell ıst und sıch 
mittels rationaler Operationen und (nicht notwendig reeller) Quadrat- 
wurzeln aus den gegebenen Strecken a,b,... berechnen läßt, ıst die 
Strecke x mit Zirkel und Lineal konstruierbar. 

Am bequemsten ist dieser Satz so zu beweisen, daß man alle kom- 
plexen Zahlen p + :g, die in der Berechnung von x vorkommen, in 
bekannter Weise durch Punkte in einer Ebene mit rechtwinkligen 
Koordinaten », q darstellt und alle vorzunehmenden Rechenopera- 
tionen durch geometrische Konstruktionen in dieser Ebene ersetzt. 
Wie das ausgeführt wird, ist hinreichend bekannt: Die Addition ist 
die Vektoraddition, die Subtraktion die dazu inverse Operation. Bei 
der Multiplikation addieren sich die Argumentenwinkel und multi- 





1 Zur geschichtlichen Seite des Problems siehe vor allem A. D. STEELE, 
Die Rolle von Zirkel und Lineal in der griechischen Mathematik, Quellen und 
Studien Gesch. Math. B3 (1936), S. 287. 
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plizieren sich die Beträge ; daher hat man, wenn 91, 2 die Argumente 
und rı, ra die Beträge der zu multiplizierenden Zahlen sind, die ent- 
sprechenden Größen o, r für das Produkt mit Hilfe der Gleichungen 


%=9ı+92 und r=rıra oder 1l:rı=ra:r 


zu konstruieren. Die inverse Operation ist wieder die Division. Um 
schließlich eine Quadratwurzel aus einer Zahl mit dem Betrag r und 
dem Argument o zu berechnen, hat man rı, 9ı aus 


p=2gı oder pyı=39 
und 
r=r! oder 1l:rı =rı:r 


zu konstruieren. Damit ist alles auf bekannte Konstruktionen mit 
Zirkel und Lineal zurückgeführt. 

Von dem eben bewiesenen Satz gilt nun aber auch die Umkehrung: 

Wenn eine Strecke x sich mit Lineal und Zirkel aus gegebenen 
Strecken a,b, ... konstruieren läßt, so läßt sich x mittels rationaler 
Operationen und Quadratwurzeln durch a,b, ... ausdrücken. 

Um dies zu beweisen, sehen wir uns genauer die Operationen an, 
die bei der Konstruktion verwendet werden dürfen. Es sind dies: An- 
nahme eines beliebigen Punktes (innerhalb eines vorgegebenen Ge- 
biets); Konstruktion einer Geraden durch zwei Punkte, eines Kreises 
aus Mittelpunkt und Radius, endlich eines Schnittpunktes zweier 
Geraden, einer Geraden und eines Kreises, oder zweier Kreise. 

Alle diese Operationen lassen sich mit Hilfe unseres Koordinaten- 
systems algebraisch verfolgen. Wenn ein Punkt innerhalb eines Ge- 
bietes beliebig angenommen werden kann, so dürfen wir insbesondere 
seine Koordinaten als rationale Zahlen annehmen. Alle übrigen Kon- 
struktionen führen auf rationale Operationen, mit Ausnahme der 
letzten beiden (Schnitt von Kreisen mit Geraden oder mit Kreisen), 
die auf quadratische Gleichungen, also auf Quadratwurzeln führen. 
Damit ist die Behauptung bewiesen. 

Man hat noch zu beachten, daß es bei einem geometrischen 
Problem nicht darauf ankommt, für jede spezielle Wahl der gegebe- 
nen Punkte eine Konstruktion zu finden, sondern daß eine allgemeine 
Konstruktion gefordert wird, die (innerhalb gewisser Schranken) im- 
mer die Lösung ergibt. Algebraisch kommt das darauf hinaus, daß 
eine und dieselbe Formel (sie darf Quadratwurzeln enthalten) für alle 
Werte von a, b,.... innerhalb gewisser Schranken eine sinnvolle Lö- 
sung x ergibt, welche den Gleichungen des geometrischen Problems 
genügt. Oder, wie wir auch sagen können, die Gleichungen, durch die 
x bestimmt wird, und die Quadratwurzeln usw., durch die wir die 
Gleichungen lösen, müssen sinnvoll bleiben, wenn die gegebenen 
Elemente a, b,.... durch Unbestimmte ersetzt werden. Wenn also z.B. 
gefragt wird, ob die Dreiteilung des Winkels mit Lineal und Zirkel 
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ausführbar ist — ein Problem, welches vermöge der Beziehung 
c08s3 9 —= 4cos? 9 — 3C0S® 

auf die Auflösung der Gleichung 

(1) 4x3 —- 37a (x = cos3) 


zurückgeführt werden kann — so ist nicht die Frage gemeint, ob für 
jeden speziellen Wert von « eine Lösung der Gleichung (1) mit Hilfe 
von Quadratwurzeln gefunden werden kann, sondern es ist gefragt, 
ob eine allgemeine Lösungsformel der Gleichung (1) existiert; eine 
Lösungsformel also, die bei unbestimmtem « sinnvoll bleibt. 

Wir haben das geometrische Problem der Konstruierbarkeit mit 
Zirkel und Lineal jetzt auf das folgende algebraische Problem zurück- 
geführt: Wann läßt eine Größe x sich mittels rationaler Operationen 


und Quadratwurzeln durch gegebene Größen a,b, .... ausdrücken ? 
Diese Frage ist nicht schwer zu beantworten. 8 sei der Körper der 
rationalen Funktionen der gegebenen Größen a,b, ... Soll sich dann 


x mittels rationaler Operationen und Quadratwurzeln durch a, b, ... 
ausdrücken lassen, so muß x jedenfalls einem Körper angehören, der 
aus durch sukzessive Adjunktion endlichvieler Quadratwurzeln, 
also durch endlichviele Erweiterungen vom Grade 2 entsteht. Ad- 
jungiert man nach jeder Quadratwurzel auch noch die Quadrat- 
wurzeln aus den konjugierten Körperelementen, so sind nach wie vor 
alle Erweiterungen quadratisch, und es entsteht somit ein normaler 
Erweiterungskörper vom Grade 2”, in dem x liegt. Also: 

Damit die Strecke x mit Zirkel und Lineal konstruverbar ist, ist not- 
wendig, daß die Zahl x einem normalen Erweiterungskörper vom Grade 
2m von SR angehört. 

Diese Bedingung ist aber auch hinreichend. Denn die Galoissche 
Gruppe eines Körpers vom Grade 2” ist eine Gruppe der Ordnung 2”, 
also, wie jede Gruppe von Primzahlpotenzordnung, eine auflösbare 
Gruppe (siehe $ 52). Es gibt also eine Kompositionsreihe, deren 
Kompositionsfaktoren die Ordnung 2 haben, und ihr entspricht nach 
dem Hauptsatz der Galoisschen Theorie eine Kette von Körpern, in 
der jeder folgende in bezug auf den vorigen den Grad 2 hat. Eine Er- 
weiterung vom Grade 2 läßt sich aber immer durch Adjunktion einer 
Quadratwurzel erzielen; demnach läßt sich die Größe x durch Qua- 
dratwurzeln ausdrücken, woraus die Behauptung folgt. 

Wir wenden diese allgemeinen Sätze gleich auf einige klassische 
Probleme an. 

Das delische Problem der Kubusverdoppelung! führt auf die 
kubische Gleichung 

x —=2, | 
1 Die Geschichte dieses Problems kennen wir aus dem Archimedeskom- 


mentar des Eutokios. Siehe B.L. vAN DER WAERDEN, Science Awakening 
(Noordhoff, Groningen 1963) p. 139, 150, 159, 230, 235 und 268. 
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die nach dem Eisensteinschen Kriterium irreduzibel ist, so daß jede 
Wurzel einen Erweiterungskörper vom Grade 3 erzeugt. Ein solcher 
aber kann niemals Unterkörper eines Körpers vom Grade 2” sein. 
Also ist die Kubusverdoppelung nicht mit Zirkel und Lineal ausführbar. 

Das Problem der Trisektion des Winkels führt, wie wir schon 
sahen, auf die Gleichung 


4x3 —- 37 — a =, 


wo « eine Unbestimmte ist. Die Irreduzibilität dieser Gleichung im 
Rationalitätsbereich von « ist leicht nachzuweisen: Hätte die linke 
Seite einen in « rationalen Faktor, so hätte sie auch einen in « ganz- 
rationalen Faktor; aber ein lineares Polynom in «, dessen Koeffi- 
zienten keinen gemeinsamen Teiler haben, ist offenbar irreduzibel. 
Daraus schließt man wie vorhin, daß die Trisektion des Winkels nicht 
mit Zirkel und Lineal ausführbar ist. 

Eine algebraisch bequemere Form für die Gleichung der Winkel- 
trisektion erhält man, wenn man zum Rationalitätsbereich von 
a = c0s3_ noch die Größe 


isindp = /— (1 — c0823 9) 
adjungiert und die Gleichung für 
y=(cosp-+ isino 
sucht. Sie lautet 
(cosp + 1sino)? = cos3p + ısin3o, 


kurz 
PP. 


Auch aus der geometrischen Deutung der komplexen Zahlen geht 
leicht hervor, daß die Trisektion des Winkels 3@ auf diese reine 
Gleichung zurückgeführt werden kann. 

Die Quadratur des Kreises führt auf die Konstruktion der Zahl x. 
Ihre Unmöglichkeit wird nachgewiesen sein, wenn gezeigt ist, daß 
überhaupt keiner algebraischen Gleichung genügt, mit anderen Wor- 
ten transzendent ist; denn dann kann x nicht in einem endlichen Er- 
weiterungskörper des Körpers der rationalen Zahlen liegen. Hinsicht- 
lich dieses Beweises, der nicht in die Algebra gehört, siehe etwa das 
Buch von G. HESSENBERG, Transzendenz von e und n. 

Die Konstruktion der regulären Polygone mit gegebenem Umkreis 
führt im Falle des h-Ecks auf die Größe 


2008, C+gt, 


ni 
wo £ die primitive h-te Einheitswurzel e * bedeutet. Da diese Größe 
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nur bei den Substitutionen & — Z und ö — £-! der Galoisschen Grup- 
pe des Kreisteilungskörpers in sich übergeht, also einen reellen Unter- 
p(h) 


körper vom Grade ur erzeugt, so erhalten wir als Bedingung für 


ihre Konstruierbarkeit, daß en also auch p(h), eine Potenz von 2 
sein soll. Nun ist für Ak = 2’d}ı... g?' (gi ungerade Primzahlen) 


(2) o(h)= Print... ai — 1)... (—1). 


(Im Fall » = 0 fällt der erste Faktor 2”-1 aus.) Die Bedingung be- 
steht also darin, daß die ungeraden Primfaktoren nur in der ersten 
Potenz in h aufgehen dürfen (v»; = 1) und außerdem für jede in h 
aufgehende ungerade Primzahl g; die Zahl 9 — 1 eine Potenz von 2 
sein soll; d.h. jedes g; muß die Form 


4—=2%k+1 


haben. Welche sind die Primzahlen von dieser Gestalt ? 
k kann nicht durch eine ungerade Zahl u > 1 teilbar sein; denn 
aus 
k=uv, wungerade, u>|1 


würde folgen, daß (2”)# + 1 durch 2’ + 1 teilbar, also nicht prim 
wäre. 
Also muß k = 2% und 


n=2”"+1 


sein. Die Werte A =0,1,2,3,4 geben in der Tat Primzahlen g;, 
nämlich 
3, 5, 17, 257, 65537. 


Für A = 5 und einige größere A (wie weit, ist unbekannt) ist 22° + 1 
aber nicht mehr prim; beispielsweise hat 22° + 1 den Teiler 641. 

Jedes h-Eck, wo h außer Zweierpotenzen nur die genannten Prim- 
zahlen 3,5, 17,... in höchstens erster Potenz enthält, ist demnach 
konstruierbar (GAuss). Das Beispiel des 17-Ecks haben wir in $ 60 
behandelt. Bekannt sind die Konstruktionen des 3-, 4-, 5-, 6-, 8- und 
10-Ecks. Die regulären 7- und 9-Ecke sind schon nicht mehr kon- 
struierbar, da sie auf kubische Unterkörper in Kreisteilungskörpern 
6. Grades führen. 


Aufgabe. Man zeige, daß die kubische Gleichung 
23 -pı +g=0 


im Casus irreducibilis durch eine Substitution x = ßx’ stets auf die Gestalt 
der Trisektionsgleichung (1) zu bringen ist und leite daraus für diese kubische 
Gleichung eine Lösungsformel mit trigonometrischen Funktionen ab. 


tD 
kam! 
18) 
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$ 66. Die Berechnung der Galoisschen Gruppe. 
Gleichungen mit symmetrischer Gruppe 


Eine Methode, mit der man die Gruppe einer Gleichung f(x) = 0 in bezug 
auf einen Körper A wirklich aufstellen kann, ist die folgende. 

Die Wurzeln der Gleichung seien «1, ..., &. Man bilde mit Hilfe der Un- 
bestimmten u1,...,%, den Ausdruck 


9 = ua ++ Unkns 


übe auf ıhn alle Permutationen s„ der Unbestimmten x aus, und bilde das 
Produkt 
F(z,u) = II (2 — 519). 


S 


Dieses Produkt ist offensichtlich eine symmetrische Funktion der Wurzeln 
und kann daher nach $ 33 durch die Koeffizienten von f(x) ausgedrückt wer- 
den. Nun zerlege man F(z, w) in irreduzible Faktoren in A[u, 2]: 


F(z, u) = Fı(2, u) Fa(2, u)... F,(2, u). 


Die Permutationen s„, die irgendeinen der Faktoren, etwa Fj, in sich 
überführen, bilden eine Gruppe g. Nun behaupten wir, daß g genau die Galois- 
sche Gruppe der gegebenen Gleichung ist. 


Beweis. Nach der Adjunktion aller Wurzeln zerfällt F und daher auch F} 
in Linearfaktoren 2 — Zu,x,, mit den Wurzeln «, in irgendeiner Anordnung 
als Koeffizienten. Wir numerieren nun die Wurzeln so, daß F} den Faktor 
z — (uıaı + "4 Und&n) enthält. Im folgenden bezeichnet s,„ irgendeine Per- 
mutation der u und s« dieselbe Permutation der «. Dann läßt offenbar das 


Produkt s„s« den Ausdruck 9 = uıaı + ''" -+ Un&n Invariant, d.h. es ist 
sd = su1®. 


Wenn s„ zur Gruppe g gehört, d.h. F} invariant läßt, so transformiert s, 
jeden Linearfaktor von Fj, insbesondere den Faktor z — Ö, wieder in einen 
Linearfaktor von F}. Wenn umgekehrt eine Permutation s„ den Faktor z — d 
in einen anderen Linearfaktor von F'ı transformiert, so transformiert sie fı in 
ein in A[w, 2] irreduzibles Polynom, Teiler von F(z, w), also wieder in eins der 
Polynome F,;, aber in ein solches, das mit Fj einen Linearfaktor gemein hat, 
also notwendigerweise in F'ı selbst; mithin gehört dann s„ zu a. Also besteht g 
aus den Permutationen der u, welche z — ® wieder in einen Linearfaktor 
von F} transformieren. 

Die Permutationen s. der Galoisschen Gruppe von f(x) sind solche Per- 
mutationen der «, welche dıe Größe 


= uı ++ Unln 


in ihre konjugierten Größen überführen, für die also s« # derselben irreduziblen 
Gleichung wie d genügt, d.h. essind die Permutationen s«. die den Linearfaktor 


z — ® in die anderen Linearfaktoren von F} überführen. Wegen s« d= su 19 


führt dann auch su ! den Linearfaktor z — ® wieder in einen Linearfaktor von 


Fı über, d.h. sy lund damit auch Su gehört zu g. Und umgekehrt. Also besteht 
die Galoissche Gruppe aus genau denselben Permutationen wie die Gruppe 9, 
nur auf die « statt auf die vu angewandt. 

Diese Methode zur Bestimmung der Galoisschen Gruppe ist nicht so sehr 
praktisch von Interesse als wegen einer theoretischen Folgerung, die so lautet: 
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Es sei ein Integritätsbereich mit Einselement, in dem der Satz von der ein- 
deutigen Primfaktorzerlegung gilt. Es sei p ein Primideal n Ü,R = R/p der 
Resiklassenring. Die Quotientenkörper von R und R seien A und A. Es sei 
fix) = x" + :-- ein Polynom aus Rx], f(x) das ihm in der Homomorphie WR 
zugeordnete Polynom, beide als doppelwurzelfrei vorausgesetzt. Dann ist die 
Gruppe g der Gleichung f = 0 in bezug auf A (als Permutationsgruppe der pas- 
send angeordneten Wurzeln) eine Untergruppe der Gruppe g von f =. 


Beweis. Die Zerlegung von 
F(z, u) = Il (z — sı®) 
S 


in irreduzible Faktoren Fı Fa... F; in A[z,u] kann nach $ 30 ganzrational 
in Wt[z, u] geschehen und überträgt sich dann vermöge des Homomorphismus 
auf Rlz, u]: 

F(z,u) = Fı Fa... Fr. 


Die Faktoren F},,... können eventuell noch weiter zerlegbar sein. Die 
Permutationen von g führen Fı und daher auch F' in sich, die übrigen Per- 
mutationen der u führen F} in Fa,..., F, über. Die Permutationen von g 
führen einen irreduziblen Faktor von Fi in sich über, also können sie F1 nicht 
in Fa, ..., Fk überführen, sondern müssen F} in F, überführen, d.h. g ist 
Untergruppe von Q. 

Der Satz wird oft angewandt zur Bestimmung der Gruppe g. Insbesondere 
wählt man das Ideal p oft so, daß das Polynom f(x) mod p zerfällt, weil dann die 
Gruppe g von f leichter zu bestimmen ist. Es sei z.B. der Ring der ganzen 
Zahlen und p = (p), wo p eine Primzahl. Modulo p zerfalle f(x) folgendermaßen: 


x) = PılR) PER)... Ppn&X) (P). 
Es folgt nn 
= Pı92... pm. 


Die Gruppe g von f(x) ist immer zyklisch, da die Automorphismengruppe 
eines Galois-Feldes stets zyklisch ist ($ 43). Die erzeugende Permutation s 
von g sei, in Zyklen zerlegt: 


(12..)0)-+L1....... 


Da die Transitivitätsgebiete der Gruppe g genau den irreduziblen Faktoren 
von f entsprechen, so müssen die in den Zyklen (12...5), (...),... vorkom- 
menden Nummern genau die Wurzeln von pı, von 02, ... angeben. Sobald 
man also die Grade j,k,... von 91, 92, ... kennt, ist der Typus der Sub- 
stitution s bekannt: s besteht dann aus einem j-gliedrigen, einem k-gliedrigen 
Zyklus, usw. Da nun nach dem obigen Satz bei passender Anordnung der 
Wurzeln g eine Untergruppe von g ist, so muß g eine Permutation vom gleichen 
Typus enthalten. 

Wenn also z. B. eine ganzzahlige Gleichung 5. Grades modulo irgendeiner 
Primzahl in einen irreduziblen Faktor 2. und einen 3. Grades zerfällt, so ent- 
hält die Galoissche Gruppe eine Permutation vom Typus (12) (345). 


Beispiel. Vorgelegt sei die ganzzahlige Gleichung 
> —ıe—1l= 
Modulo 2 ist die linke Seite zerlegbar in 
@+2+D@®+2°+]) 


204 Die Theorie von Galois 


und modulo 3 ist sie irreduzibel, denn hätte sie einen linearen oder quadrati- 
schen Faktor, so müßte sie mit x? — x einen Faktor gemein haben ($ 43, Auf- 
gabe 6), also entweder mit x? — x oder mit x? + x einen Faktor gemein haben, 
was offensichtlich nicht der Fall ist. Also enthält ihre Gruppe einen Fünfer- 
zyklus und ein Produkt (:k) (Imn). Die 3. Potenz der letzteren Permutation 
ist (k); diese, transformiert mit (12345) und dessen Potenzen, ergibt eine 
Kette von Transpositionen (tk), (kp), (pg), (gr), (rt), die zusammen die sym- 
metrische Gruppe erzeugen. Also ist die Gruppe g die symmetrische. 

Man kann die erwähnten Tatsachen benutzen zur Konstruktion von Glei- 
chungen beliebigen Grades, deren Gruppe die symmetrische ist, auf Grund des 
folgenden Satzes: Eine transitive Permutationsgruppe von n Objekten, die einen 
Zweierzyklus und einen (n— 1)-Zyklus enthält, ist die symmetrische Gruppe. 


Beweis. Es sei (12...n — 1) der (n — 1)-Zyklus. Der Zweierzyklus (75) 
kann vermöge der Transitivität in (kn) transformiert werden, wo k eine der 
Ziffern von 1 bis (n — 1) ist. Transformation von (kn) mit (12...n — 1) und 
dessen Potenzen ergibt alle Zyklen (1n), (2n),...., (n — 1n), und diese erzeu- 
gen zusammen die symmetrische Gruppe. 

Um auf Grund dieses Satzes eine Gleichung rn-ten Grades (n > 3) zu kon- 
struieren, deren Gruppe die symmetrische ist, wähle man zunächst ein mod 2 
irreduzibles Polynom n-ten Grades, fı, sodann ein Polynom fa, das in einen 
mod 3 irreduziblen Faktor (n — 1)-ten Grades und einen Linearfaktor zerfällt, 
und schließlich ein Polynom f3 vom Grade n, das sich mod 5 zerlegt in einen 
quadratischen Faktor und einen oder zwei Faktoren ungeraden Grades (alle 
irreduzibel mod 5). Das geht alles, weil es modulo jeder Primzahl irreduzible 
Polynome jedes Grades gibt ($ 43, Aufgabe 6). Schließlich wähle man f so, daß 


J = Jı(mod 2) 
F = Ja(mod 3) 
J = fs(mod 5) 


ist, was immer möglich ist. Es genügt z. B. 
J= - 15fı + 10fa + 63 


zu wählen. Die Galoissche Gruppe ist dann transitiv (weil das Polynom mod 2 
irreduzibel ist), enthält einen Zyklus vom Typus (12...n — 1), und enthält 
einen Zweierzyklus multipliziert mit Zyklen ungerader Ordnung. Erhebt man 
dieses Produkt in eine passende ungerade Potenz, so erhält man einen reinen 
Zweierzyklus und schließt nach dem obigen Satz, daß die Galoissche Gruppe 
die symmetrische ist. 

Mit dieser Methode kann man nicht nur beweisen, daß es Gleichungen mit 
symmetrischer Gruppe gibt, sondern noch mehr, nämlich daß asymptotisch 
100%, aller ganzzahligen Gleichungen, deren Koeffizienten eine Schranke N, 
die gegen & strebt, nicht überschreiten, die symmetrische Gruppe haben. Siehe 
B.L. v.D. WAERDEN, Math. Ann. 109 (1931), 8. 13. 

Ob es Gleichungen mit rationalen Koeffizienten gibt, deren Gruppe eine 
beliebig vorgegebene Permutationsgruppe ist, ist ein ungelöstes Problem; siehe 
dazu E. NOETHER, Gleichungen mit vorgeschriebener Gruppe. Math. Ann 78, 
S. 221. 


Aufgaben. 1. Was ist (in bezug auf den rationalen Zahlkörper) die Gruppe 
der Gleichung 
x22+222°+272+3=0? 


2. Man konstruiere eine Gleichung 6. Grades, deren Gruppe die sym- 
metrische ist. 
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6.67. Normalbasen 


Unter einer Normalbasis wı, ..., wn des Körpers & über A ver- 
steht man eine solche Basis, deren Elemente w; bei der Galoisschen 
Gruppe ® untereinander permutiert werden: 


our =u; für jedes cE®. 


Man kann beweisen, daß es immer eine Normalbasis gibt. Wir 
führen den Beweis hier, einer Beweisidee von Arrın! folgend, zu- 
nächst für den Fall durch, daß der Grundkörper A unendlich ist. 
Den Fall eines endlichen Körpers werden wir nachher behandeln. 

Es sei x =«ı ein primitives Element und f(x) das Minimal- 
‚polynom von «: 


Z—=Ala), fla)=0. 
In &[x] zerfällt f(x) vollständig in Linearfaktoren: 
(1) I&) = (2 — a)... (C — &n). 


Die Elemente o1, ..., on der Gruppe ® führen « in die konjugier- 
ten Elemente «ı,..., &,, die alle verschieden sind, über. Bei geeig- 
neter Numerierung der ox gilt also 


(2) 0OkA=0k (k=]1,...,n). 


Aus dem Polynombereich 2[x] bilden wir den Restklassenring 
modulo f(x): 
R=2T[e]/(f@)). 


Die Elemente von R werden durch Polynome höchstens (n — 1)- 
ten Grades mit Koeffizienten aus 2 repräsentiert: 


(3) g(2) = go + 9gıC ++ In-ırcr. 


Die konstanten Restklassen gu werden wie üblich mit den Ele- 
menten von 2 identifiziert. Die durch x repräsentierte Restklasse 
heiße 8. Die durch g(x) repräsentierte Restklasse ist dann 


(4) 9(P) = Pr = 2, 01ral Pt 


wobei über alle © und k von O0 bis n — 1 zu summieren ist. 

In R liegen zwei isomorphe Unterkörper 2 = A(«) und 2’ = A(ß). 
Jedes Element von R ist nach (4) eindeutig darstellbar als Summe 
von Produkten «!pß% aus Basiselementen «! von 2 und ß%* von 2” 
mit Koeffizienten aus A. Man nennt R das direkte Produkt der 
Algebren 2 und 2” über A und schreibt 


R=23x2”. 





1 E. ArtTın, Galoissche Theorie S. 65. 
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Wir zeigen nun, daß R als direkte Summe von n isomorphen 
Körpern Äı,..., K„ darstellbar ist. 

Nach der Lagrangeschen Interpolationsformel ist jedes Polynom 
g(x), dessen Grad höchstens n — 1 ist, durch die n Werte g(aı),..,9(&n) 
darstellbar: 


(5) g(2) = > Pr()g(ar). 


Dabei ist P,(x) ein Polynom aus 2 [x], das an der Stelle «x; den 
Wert Eins und an allen anderen Stellen «; den Wert Null annimmt: 


(6) Pr(&) = IK — le — 4). 


Geht man wieder zu Restklassen nach f(x) über, so erhält man 
aus (5) 


(7) g(P) = I erg (ax) 
mit 
(8) er — Pı(P). 


In (7) steht links ein ganz beliebiges Element (4) von R. Die 
Koeffizienten 9 (x;) rechts sind Elemente von 2. Aus (7) folgt, daß 


die Elemente e},...,e„ eine Basis von R über 2 bilden: 
(9) R=ze 2:2 +89 +. +e&L%. 
Wählt man in (7) für g das konstante Polynom 1, so erhält man 
n 
(10) l=Der. 
1 


Das Produkt von zwei Polynomen P;(x) und Px(x) ist fürj #k 
durch f(x) teilbar. Geht man wieder zu Restklassen modulo f(x) 
über, so erhält man 


(11) ee = 0 (j#k). 
Multipliziert man (10) links und rechts mit e;, so erhält man 
(12) ejej =E&j. 


Durchläuft y den Körper 2, so durchlaufen die Produkte e;y 
einen Körper e;2, der zu Z’isomorph ist, denn die Zuordnung y—e;y 
ist offensichtlich ein Isomorphismus. Das Einselement von e;2 ist e;. 

Wählt man in (7) für g(x) ein Polynom mit Koeffizienten aus J, 
so erhält man links ein beliebiges Element g(ß) von 2”. Multipliziert 
man noch beide Seiten von (7) mit e;, so erhält man 


(13) e;9(P) = eg (a). 


Wenn g(P) alle Elemente von 2” durchläuft, durchläuft g («;) alle 
Elemente von 2; also folgt aus (13) 


(14) ed. 
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Die Zerlegung (9) kann man also auch als 
(15) R=e2+ +0, 


schreiben, und es folgt: 

Die Elemente eı,..., €n bilden eine Basıs von R über 3. 

Die Automorphismen o von 2 können auf [x] ausgedehnt wer- 
den durch die Verabredung, daß die Unbestimmte x nicht mit trans- 
formiert wird. Ein Automorphismus o soll also nur auf die Koeffi- 
zienten gx eines Polynoms (3) wirken. Geht man dann wieder zu 
Restklassen modulo f(x) über, so erhält man Automorphismen 
O1, :.:, On von R, die aı,...., &n untereinander permutieren, aber 2’ 
elementweise fest lassen. 

Wendet man den Automorphismus ox insbesondere auf das durch 
(6) definierte Polynom Pı(x) an, so findet man 


(16) 0x Pı(a) = Perle) 

also Greı = ek. 

Daraus folgt 

(17) er = 0(0x6ı) = (0 orK)eı = ne =. 
Also bilden eı,...,e„ eine Normalbasıs von R über 2”. 


Nun sei uı,...,ün irgend eine Basis von 2 über A. Die Poly- 
nome Pr(x) können durch diese Basis ausgedrückt werden: 


(18) Pr() =D wpir(R): 


Dabei sind die 9;;(x) Polynome mit Koeffizienten aus A. Geht man 
wieder zu Restklassen über, so erhält man 


ek = u TUik > 


wobei ix die Restklasse von 9; (x) mod f(x) ist. Da die e; eine linear 
unabhängige Basis von R über 2” bilden, ist die Determinante der 
ztir von Null verschieden. Also ist auch die Determinante D(x) der 
Polynome p;x(x) von Null verschieden. 

Weil nun der Grundkörper als unendlich vorausgesetzt wurde, 
kann man für x einen Wert a aus A so einsetzen, daß 


(19) D(a) = Det (pir(a)) + OÖ 
wird. Setzt: man dieses a in (18) ein, so erhält man neue Basiselemente 
(20) %k = Pk (a) =) u Pik (a) y 


die wegen (19) eine linear unabhängige Basis für 2 über A bilden. 
Wendet man auf vı = Pı(a) den Automorphismus co; an, so 
erhält man wegen (16) 
OkVı = Vr, 
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also bilden v1, ...., %, eine Normalbasis für & über A. Damit ist der 
Fall eines unendlichen Körpers A erledigt. 


Wenn 4 ein endlicher Körper mit qg = p”” Elementen ist, so ist & ebenfalls 
endlich. Die Galoissche Gruppe von Z über A besteht dann aus den Potenzen 


1, 0, 02, ..., or-1 (or —=]) 


eines Automorphismus o, der durch 


ca = a? 


definiert ist und die Elemente von A fest läßt. Wir haben zu beweisen, daß es 
in & ein solches Z gibt, daß die Elemente 


[,0L,02L,...,o®-1L 


über A linear unabhängig sind. Diese Elemente bilden dann die gesuchte 
Normalbasis. 

Die Idee des Beweises ist dieselbe wie im Beweis der Existenz einer primi- 
tiven h-ten Einheitswurzel. Damals betrachteten wir die multiplikative Gruppe 
der h-ten Einheitswurzeln, jetzt die additive Gruppe der Elemente von 2, 
Dazu nehmen wir als Multiplikatorenbereich den Polynombereich A[x]. Das 
Produkt eines Polynoms 


g= ge) = Zcrxk 
mit einem Element £ von 2% wird durch 


gö=glo){= Lcrok 


definiert. Ebenso wie damals jedem Element £ eine ganzzahlige Ordnung g 
zugeordnet wurde, so hat jetzt jedes ö ein Minimalpolynom g, definiert als das 
Polynom kleinsten Grades mit der Eigenschaft g£ = 0. Damals war m ein 
Teiler der Gruppenordnung A, jetzt ist das Minimalpolynom g ein Teiler des 
Polynoms x* — 1, das wegen o” =] alle £ annulliert. So wie damals h in 
Primfaktoren g; zerlegt wurde, so wird jetzt das Polynom h(x) = x? — lin 
Af[x] in Primfaktoren g;(x) zerlegt. So wie früher für jedes : ein a; konstruiert 
wurde, dessen (h/gi)-te Potenz + 1 ist, so gibt es jetzt ein a;, das von h/gi 
nicht annulliert wird. Das Polynom h/g: = gi hat nämlich höchstens den Grad 
n — 1, und die Automorphismen |], ,..., o%-1 sind linear unabhängig, also 
gibt eseina;, das vong;(X) = co + Cıc + **" + cn-1X7”°"1 nicht annulliert wird. 
Multipliziert man dieses a; mit h/r;, so wie früher a; in die (h/r;)-te Potenz 
erhoben wurde, so erhält man ein b;, dessen annullierendes Polynom genau 
r; = gi: ist. Damals wurde gezeigt, daß das Produkt aller 5; genau die Ordnung 
h hat; ebenso hat jetzt die Summe 


=2b, 


genau das annullierende Polynom x* — 1. Ein Polynom g(x) von einem Grad 
<n kann dieses Ü nicht annullieren, also sind [, o£, ..., o®-1{ linear unab- 
hängig, also gibt es eine Normalbasis. 


Aufgaben. 1. Man führe den Beweis durch. 


2. Wenn die Gruppenelemente o1, ..., on von links mit einem Gruppen- 
element o multipliziert werden, so erleiden sie eine Permutation 8. Die Dar- 
stellung o — 8 heißt die reguläre Darstellung der Gruppe ®. Wenn andererseits 
auf die Elemente einer Normalbasis ein Automorphismus o ausgeübt wird, so 
erleiden sie eine Permutation S’, und o — $’ ist eine Darstellung von ® durch 
Permutationen. Zu zeigen, daß es sich um die reguläre Darstellung handelt. 
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Neuntes Kapitel 


Ordnung und Wohlordnung von Mengen 


$ 68. Geordnete Mengen 


Eine Menge heißt geordnet oder vollständig geordnet, wenn für ihre 
Elemente eine Relation a < 5b definiert ist derart, daß 

l. für je zwei Elemente a, b entweder a <b oder b <a oder 
a=b gilt, 

2. die Relationen a <b, b<a, a=b sich gegenseitig aus- 
schließen, 

3. ausa<bundb<c folgt a <.c. 

Wenn nur die Eigenschaften 2. und 3. verlangt werden, so heißt 
die Menge teilweise geordnet oder halbgeordnet. Von einer wichtigen 
Klasse von halbgeordneten Mengen handelt die Theorie der Ver- 
bände. Man sehe darüber das Buch von G. BIRKHOFF, Lattice Theory 
(Amer. Math. Soc. Collog. Publ. Vol. 25, New York 1948). 

Ist a <b, so nennt man a früher als b und b später als a und 
man sagt, daß a dem 5 vorangeht. 

Aus der Relation a < b definiert man einige abgeleitete Rela- 
tionen: 

a>b soll heißen b<.aa. 

asb soll heißen: a <b oder a =b. 

a>b soll heißen: «>b oder a=b. 


In einer vollständig geordneten Menge ist a sb die Negation 
von a > b, ebenso a > b die Negation von a <b. 

Wenn eine Menge geordnet oder halbgeordnet ist, so ist durch 
die gleiche Relation auch jede ihrer Untermengen geordnet bzw. 
halbgeordnet. 

Es kann vorkommen, daß eine geordnete oder halbgeordnete 
Menge M ein ‚erstes Element‘ hat, das allen anderen vorangeht. 
Beispiel: die 1 in der Reihe der natürlichen Zahlen. 

Eine geordnete Menge heißt wohlgeordnet, falls jede nicht leere 
Untermenge ein erstes Element besitzt. 

Beispiele. 1. Jede geordnete endliche Menge ist wohlgeordnet. 

2. Die Reihe der natürlichen Zahlen ist wohlgeordnet; denn in 
jeder nicht leeren Menge von natürlichen Zahlen gibt es ein erstes 
Element. 

3. Die Menge aller ganzen Zahlen ..., —2, —1,0,1,2,...in 
„natürlicher“ Anordnung ist nicht wohlgeordnet; denn sie besitzt 
kein erstes Element. Man kann sie aber wohlordnen, indem man sie 
anders anordnet, etwa so: 


0,1, —1,2, —2,... 
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oder so: 
1,2,3,...3 0, -1,-—-2, —3,..., 


wo alle positiven Zahlen allen übrigen vorangehen. 


Aufgaben. 1. Für die Menge der Paare natürlicher Zahlen (a, b) definiere 
man eine Ordnungsrelation folgendermaßen: Es sei (a, b) < (a’, b’), wenn ent- 
wedera < a’odera = a’,b < 5b’. Man beweise, daß dadurch eine Wohlordnung 
definiert ist. 

2. In einer wohlgeordneten Menge hat jedes Element a (mit Ausnahme des 
eventuell vorhandenen letzten Elements der Menge) einen ‚unmittelbaren 
Nachfolger“ b > a, so daß es kein Element x zwischen b und a (d.h. mit 
b>x>a) mehr gibt. Das ist zu beweisen. Hat auch jedes Element mit 
Ausnahme des ersten einen unmittelbaren Vorgänger ? 


Es sei M eine Untermenge einer teilweise geordneten Menge E. 
Wenn alle Elemente x von M die Bedingung x <s erfüllen, so 
heißt s eine obere Schranke von M. Wenn es in E eine kleinste obere 
Schranke g gibt, so daß alle oberen Schranken s > g sind, so ist g 
eindeutig bestimmt und heißt die obere Grenze von M in E. 

Beispiele. 1. die obere Grenze der negativen Zahlen im Körper Q 
der rationalen Zahlen ist Null. 2. Die Menge der natürlichen Zahlen 
hat in Q keine obere Schranke und erst recht keine obere Grenze. 
3. Die Menge M der rationalen Zahlen x mit x? < 2 hat in Q eine 
obere Schranke 2, aber keine obere Grenze. Adjungiert man aber 


an l die reelle Zahl v2, so hat die Menge M in Q (Y 2) die obere 
Grenze Y2. 


$ 69. Auswahlpostulat und Zornsches Lemma 


ZERMELO hat zuerst bemerkt, daß vielen mathematischen Unter- 
suchungen eine Annahme zugrunde liegt, die er als erster ausdrück- 
lich formuliert und Auswahlpostulat genannt hat. Sie lautet: 

Ist eine Menge von nichtleeren Mengen gegeben, so gibt es eine 
„Auswahlfunktion‘, d. h. eine Funktion, die jeder dieser Mengen eines 
ihrer Elemente zuordnet. 

Man bemerke, daß jede einzelne Menge als nichtleer voraus- 
gesetzt wurde, daß man also aus jeder dieser Mengen stets ein Ele- 
ment auswählen kann. Das Postulat besagt, daß man aus allen 
diesen Mengen gleichzeitig durch eine einzige Zuordnung eine Äus- 
wahl vornehmen kann. 

Wir werden im folgenden immer, wo wir es nötig haben, die 
Richtigkeit des Auswahlpostulats annehmen. 

Wichtige Folgerungen aus dem Auswahlpostulat sind das Lemma 
von ZORN und der Wohlordnungssatz, der besagt, daß jede Menge 
wohlgeordnet werden kann. In diesem $ 69 werden wir das Zornsche 
Lemma formulieren und beweisen, im nächsten $70 den Wohl- 
ordnungssatz. 
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Die Teilmengen a, b, ... einer Grundmenge g bilden wieder eine 
Menge: die Potenzmenge P von g. Zwischen zwei Teilmengen a und b 
kann die Relation a c b bestehen, die besagt, daß a eine echte Teil- 
menge von b ist. Durch diese Relation ist die Potenzmenge P halb- 
geordnet. Eine vollständig geordnete Untermenge von P heißt nach 
ZORN eine Kelte. Für je zwei Elemente a und b einer Kette K soll 
also acb oder bca oder a= b gelten. 

Eine Untermenge A von P heißt nach Zorn abgeschlossen, wenn 
sie mit jeder Kette auch deren Vereinigungsmenge enthält. 

Ein maximales Element von A ist eine solche Menge m aus 4, 
die nicht in einer anderen Menge von A enthalten ist. 

Das Maximalprinzip oder Lemma von ZOoRN besagt nun: 

Jede abgeschlossene Untermenge A von P enthält mindestens ein 
maximales Element m. 

Man kann das Lemma nach BoURBAKI etwas allgemeiner formu- 
lieren. Statt einer Untermenge A von P kann man irgendeine halb- 
geordnete Menge M betrachten. Eine Kette X in M wird nach wie vor 
als eine vollständig geordnete Untermenge von M definiert. Für je 
zwei Elemente a und b einer Kette soll also a <b oder b <a oder 
a —= b gelten. 

Die Menge M heißt abgeschlossen, wenn sie mit jeder Kette K 
auch deren obere Grenze enthält. Das Maximalprinzip besagt nun: 

Jede teilweise geordnete, abgeschlossene Menge M enthält ein maxi- 
males Element m. 


Nach H. Kneser! kann man die Existenz des maximalen Elementes unter 
noch schwächeren Voraussetzungen beweisen. Statt zu fordern, daß M mit 
jeder vollständig geordneten Teilmenge K auch deren obere Grenze enthält, 
genügt es, zu verlangen, daß M mit jeder wohlgeordneten Teilmenge X auch 
eine obere Schranke von X enthält. Auch das folgende ‚„Fundamentallemma“ 
kann nach Kneser unter dieser schwächeren Voraussetzung bewiesen werden. 

Wir zeigen nun, daß das Maximalprinzip aus dem Auswahlpostulat folgt. 
Zu diesem Zweck beweisen wir zunächst, ohne das Auswahlpostulat zu be- 
nutzen, das folgende Fundamentallemma von BOURBAKI: 

M sei eine teilweise geordnete, abgeschlossene Menge. Eine Abbildung x > fx 
von M in sich habe die Eigenschaft 


xsSs/xe fürallexın M. 


Dann gibt es in M ein Element m mit der Eigenschaft m = fm. 

Eine Teilmenge A einer teilweise geordneten Menge M heißt ein Anfangs- 
stück von M, wenn A mit jedem Element y auch alle x aus M, die < y sind, 
enthält. 

Der durch z in M bestimmte Abschnitt M, besteht aus allen x in M, die <z 
sind. Jeder solche Abschnitt ist ein Anfangsstück von M. Auch die ganze 
Menge M ist ein Anfangsstück von M. 

Ist insbesondere M wohlgeordnet, so ist jedes Anfangsstück von M ent- 
weder ein Abschnitt M, oder M selbst. Wenn nämlich ein Anfangsstück A # M 

1 H. Kneser: Direkte Ableitung des Zornschen Lemmas aus dem Aus- 
wahlaxiom. Math. Z. 53, S. 110 (1950). 
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ist und wenn z das erste in A nicht enthaltene Element von M ist, so ist A 
genau der Abschnitt M;. 

Nun sei M eine teilweise geordnete, abgeschlossene Menge. Jede Kette K 
in M hat dann in M eine obere Grenze g(K). Jeder Abschnitt X, ist wieder 
eine Kette und hat daher eine obere Grenze g(K,). Wenn nun K wohlgeordnet 
ist und wenn für jedes yin X 


y=fg(K,) 


gilt, so heißt K eine fg-Kette. Jedes Anfangsstück einer fg-Kette ist wieder 
eine fg-Kette. 

K und ZL seien fg-Ketten. Wir wollen zeigen: Wenn K nicht Anfangsstück 
von L ist, so ist L Anfangsstück von K. 

Die Anfangsstücke von K sind die Abschnitte X, und K selbst. Da X 
durch die Relation x < y wohlgeordnet ist, so folgt, daß die Menge der An- 
fangsstücke durch die Relation C wohlgeordnet ist. Wenn K nicht Anfangsstück 
von L ist, so gibt es ein erstes Anfangsstück A von K, das nicht Anfangsstück 
von L ist. 

Hätte A kein letztes Element, so gäbe es zu jedem rin A ein yin A mit 
x < y, also wäre A Vereinigung von echten Anfangsstücken A,. Diese sind 
aber Anfangsstücke von Z, also wäre ihre Vereinigung A auch Anfangsstück 
von L, entgegen der Voraussetzung. 

Wir können also annehmen, daß A ein letztes Element y hat. Das Anfangs- 
stück A’ = A, ist Anfangsstück von L. Ist L + A’ und ist z das erste Element 
von L, das nicht zu A’ gehört, so gilt 


K,=4'’=L 


also 


y=fg(K,) = fg(L.) =2. 


Nun besteht A genau aus A’ und y, also ist A ein Anfangsstück von L, 
entgegen der Voraussetzung. Es bleibt also nur die Möglichkeit Z = A’, und 
L ist ein Anfangsstück von K. 

Von zwei fg-Ketten ist also immer eine ein Anfangsstück der anderen. 

Wir bilden nun die Vereinigungsmenge V aller fg-Ketten. Dann folgt: 

1) V ist vollständig geordnet, also eine Kette. 

2) V ist wohlgeordnet. 

3) In V gilt y= fg(V,) für jedes y, also ist V eine fg-Kette. 

4) Nimmt man zu V noch ein Element w hinzu, so ist die erweiterte 
Menge {V, w} keine fg-Kette mehr. 

Nun bilden wir w = fg(V). Wegen g(V) < fg(V) = w ist w eine obere 
Schranke von V. Würde w nicht zu V gehören, so wäre {V, w} eine f-Kette, 
entgegen 4). Also gehört w zu V. Daher ist w = g(V). 

Andererseits war g(V) S w, also ist 


gıN)=w, w=fg(V)=fw, 


womit das Fundamentallemma bewiesen ist. 

Jetzt nehmen wir das Auswahlpostulat hinzu und beweisen das Maximal- 
prinzip. | 

Es sei M eine teilweise geordnete, abgeschlossene Menge. Ist x in M nicht 
maximal, so ist die Menge der y mit y > x nicht leer. Nach dem Auswahl- 
prinzip kann man jedem nicht maximalen x ein fx > x zuordnen; für maximale 
x sei fx = x. Nach dem Fundamentallemma gibt es ein w mit der Eigenschaft 
fw = w. Dieses w ist maximal, womit das Maximalprinzip bewiesen ist. 
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6 70. Der Wohlordnungssatz 


Wohl die wichtigste Konsequenz des Auswahlpostulats ist der 
Zermelosche Wohlordnungssatz: 

Jede Menge kann wohlgeordnet werden. 

ZERMELO hat für den Satz zwei Beweise gegeben!. Der erste kann nach 
H. KneEsEr etwas vereinfacht und so formuliert werden: 

Es sei M eine Menge. Jede echte Teilmenge N von M hat eine nicht leere 
Komplementärmenge M — N. Nach dem Auswahlprinzip gibt es eine Funk- 
tion (N), die jeder echten Teilmenge N ein Element von M — N zuordnet. 

Unter einer o-Kette verstehen wir jetzt eine Teilmenge K von M mit einer 
bestimmten Wohlordnung derart, daß für jedes y in K die Beziehung 


y=9Y(K,) 


gilt. Dabei ist X,, wieder der Abschnitt von K, der aus allen x besteht, die 
dem y in der Wohlordnung von K vorangehen. 

Jetzt kann man alle Schlüsse anwenden, die in $69 zum Beweis des 
Fundamentallemmas angewandt wurden, mit g-Ketten statt fg-Ketten. Man 
bildet also die Vereinigung V aller p-Ketten und zeigt: V ist wohlgeordnet, 
V ist eine p-Kette, und wenn man zu V noch ein Element w hinzunimmt, so 
ist {V, w} keine g-Kette mehr. 

Wäre nun V = M, so könnte man in M — V das ausgezeichnete Element 
w = o(V) bilden und es als letztes Element zu V hinzufügen. Die erweiterte 
Menge {V, w} wäre dann wieder eine p-Kette, entgegen dem eben Bemerkten. 
Somit bleibt nur die Möglichkeit übrig, daß V die ganze Menge M ist. Also hat 
M = V eine Wohlordnung. 

Die Wichtigkeit der Wohlordnung beruht auf der Möglichkeit, 
die Methode der vollständigen Induktion, die uns von den abzähl- 
baren Mengen her bekannt ist, auf beliebige wohlgeordnete Mengen 


auszudehnen. Das soll im nächsten Paragraphen geschehen. 


$ 71. Die transfinite Induktion 


Der Beweis durch transfinite Induktion. Um eine Eigenschaft E 
für alle Elemente einer wohlgeordneten Menge zu beweisen, kann 
man so verfahren: Man weist nach, daß die Eigenschaft E einem 
Element zukommt, sobald sie allen vorangehenden Elementen zu- 
kommt (also insbesondere, daß sie dem ersten Element der Menge 
zukommt). Dann muß die Eigenschaft £ überhaupt allen Elementen 
zukommen. Denn gesetzt, es gäbe Elemente, die die Eigenschaft E 
nicht hätten, so müßte es auch ein erstes Element e geben, welches 
die Eigenschaft Z nicht hätte. Alle vorangehenden Elemente hätten 
dann aber die Eigenschaft E, also e auch, was einen Widerspruch 
ergibt. 

Die Konstruktion durch transfinite Induktion. Gesetzt, man will 
den Elementen x einer wohlgeordneten Menge M irgend welche 
neuen Objekte 9 (x) zuordnen, und man gibt, um diese zu bestimmen, 


1 Math. Ann. 59, S. 514 (1904); Math. Ann. 65, S. 107 (1908). 
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eine Relation vor, eine ‚„rekursive Bestimmungsrelation‘‘, die immer 
den Funktionswert (a) mit den Werten »(b) (b <.a) verknüpfen 
soll. Angenommen wird, daß die Relation jeweils »(a) eindeutig be- 
stimmt, sobald alle Werte »(b) (b <a) gegeben sind und unter- 
einander allemal die gegebene Relation erfüllen. Statt einer Relation 
kann auch ein System von Relationen gegeben sein. 


Satz. Unter den angegebenen Voraussetzungen gibt es eine und nur 
eine Funktion p(x), deren Werte die gegebene Relation erfüllen. 

Zunächst werde die Eindeutigkeit bewiesen. Gesetzt, es gäbe zwei 
verschiedene Funktionen o(x), y(x), welche die Bestimmungs- 
relationen erfüllen. Dann muß es ein erstes a geben, für welches 
o(a) # (a) ist. Für alle 5b <a ist @(b) = y(b). Vermöge der Vor- 
aussetzung, daß die Relationen den Wert p(a) eindeutig bestimmen 
sollen, sobald alle »(b) gegeben sind, ist aber doch (a) = y(a), 
entgegen der Annahme. 

Um nun die Existenz zu beweisen, betrachten wir die Ab- 
schnitte A der Menge M. (Ein Abschnitt A ist wieder die Menge der 
Elemente, die einem Element a vorangehen.) Diese bilden (mit der 
Relation Ac B als Ordnungsrelation) eine wohlgeordnete Menge; 
denn jedem Element a entspricht umkehrbar eindeutig ein Ab- 
schnitt A, und aus b <a folgt Bc A. Nehmen wir als letzten Ab- 
schnitt noch die Menge M selbst hinzu, so bleibt die Menge wohl- 
geordnet. 

Wir wollen nun durch Induktion nach A beweisen, daß es auf 
jeder der Mengen A eine Funktion p(x) = p4(x) gibt (definiert für 
alle x in A), welche den gegebenen Relationen genügt. Diese Exi- 
stenz sei also für alle Abschnitte, die einem gegebenen Abschnitt A 
vorangehen, bewiesen. Nun gibt es zwei Fälle: 

1. A hat ein letztes Element a. Auf der Menge A’, die aus A 
durch Weglassung von a entsteht, ist eine Funktion @(zx) definiert, 
da A’ ein früherer Abschnitt als A ist. Durch die Gesamtheit der 
Werte »(b) (db <.a) ist aber vermöge der Relationen ein Wert »(a) 
definiert. Nimmt man diesen hinzu, so ist die Funktion o für alle 
Elemente von A erklärt und genügt ausnahmslos den Relationen. 

2. A hat kein letztes Element. Jedes Element a von A gehört 
also schon einem früheren Abschnitt B an. Auf jedem früheren Ab- 
schnitt B ist eine Funktion og definiert. Wir wollen definieren: 

p(a) = Yela), 
müssen dann aber zuerst nachweisen, daß die Funktionen gB,%c,...; 
die zu verschiedenen Abschnitten gehören, auf jedem gemeinsamen 
Punkt dieser Abschnitte übereinstimmen. Es seien also B und C ver- 
schiedene Abschnitte, und es sei etwa Bc Ü. Dann sind oz und oc 
beide auf B definiert und genügen dort beide den gegebenen Rela- 
tionen; also stimmen sie (nach dem Eindeutigkeitssatz, der schon 
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bewiesen wurde) überein. Damit erhält also die Definition (a) 
= @(a) einen eindeutigen Sinn. Daß die so konstruierte Funktion & 
den Relationen genügt, ist klar, denn alle Funktionen 5 tun es ja. 

Sowohl im Fall 1 wie im Fall 2 gibt es demnach eine Funktion 
auf A mit den angegebenen Eigenschaften, und damit ist die Existenz 
der Funktion » auf jedem Abschnitt bewiesen. Nimmt man für diesen 
Abschnitt insbesondere die Menge M selbst, so folgt die Behauptung. 


Zehntes Kapitel 


Unendliche Körpererweiterungen 


Jeder Körper entsteht aus seinem Primkörper durch eine endliche 
oder unendliche Körpererweiterung. In den Kapiteln 6 und 8 haben 
wir die endlichen Körpererweiterungen studiert; in diesem Kapitel 
sollen die unendlichen Körpererweiterungen behandelt werden, und 
zwar zunächst die algebraischen, sodann die transzendenten. 

Alle betrachteten Körper sind kommutativ. 


$ 72. Die algebraisch-abgeschlossenen Körper 


Unter den algebraischen Erweiterungen eines vorgelegten Körpers 
spielen naturgemäß eine wichtige Rolle die maximalen algebraischen 
Erweiterungen, d.h. die, welche sich nicht mehr algebraisch erweitern 
lassen. Daß solche existieren, wird in diesem Paragraphen bewiesen 
werden. 

Damit 2 ein solcher maximaler algebraischer Erweiterungskörper 
ist, ist eine notwendige Bedingung, daß jedes Polynom in 2[x] voll- 
ständig in Linearfaktoren zerfällt (sonst könnte man nämlich nach 
$ 39 den Körper 2 noch erweitern durch Adjunktion einer Nullstelle 
eines nicht linearen Primpolynoms). Diese Bedingung reicht aber 
auch hin. Denn wenn jedes Polynom in 2[x] in Linearfaktoren zer- 
fällt, so sind alle Primpolynome in Q[x] linear, also ist jedes Element 
eines algebraischen Erweiterungskörpers 2’ von 2 Nullstelle eines 
linearen Polynoms x — a in 2[x], also gleich einem Element a 
von Q. 

Wir definieren deshalb: 

Ein Körper 2 heißt algebraisch-abgeschlossen, wenn in Q[x] jedes 
Polynom in Linearfaktoren zerfällt. 

Eine damit gleichwertige Definition ist: Q ist algebraisch-abge- 
schlossen, wenn jedes nicht konstante Polynom aus Q [x] mindestens 
eine Nullstelle ın 2, also einen Linearfaktor in Q[x] besitzt. 
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Ist nämlich diese Bedingung erfüllt, und zerlegt man ein be- 
liebiges Polynom f(x) in Primfaktoren, so können diese nur linear 
sein. 

Der ‚„Fundamentalsatz der Algebra‘, auf den wir in $ 80 zurück- 
kommen, besagt, daß der Körper der komplexen Zahlen algebraisch 
abgeschlossen ist. Ein weiteres Beispiel eines algebraisch-abgeschlos- 
senen Körpers ist der Körper aller komplexen algebraischen Zahlen, 
d.h. aller derjenigen komplexen Zahlen, die einer Gleichung mit 
rationalen Koeffizienten genügen. Die komplexen Wurzeln einer Glei- 
chung mit algebraischen Koeffizienten sind nämlich nicht nur alge- 
braisch in bezug auf den Körper der algebraischen Zahlen, sondern 
sogar algebraisch in bezug auf den Körper der rationalen Zahlen, 
also selbst algebraische Zahlen. 

Wir werden in diesem Paragraphen lernen, zu jedem Körper P 
einen algebraisch-abgeschlossenen Erweiterungskörper auf rein alge- 
braischem Wege zu konstruieren. Nach E. STEINITZ gilt der folgende 


Hauptsatz. Zu jedem Körper P gibt es einen algebraisch-abgeschlos- 
senen algebraischen Erweiterungskörper 2. Und zwar ıst dieser Körper 
bis auf äquivalente Erweiterungen eindeutig bestimmt: Je zwei alge- 
braisch-abgeschlossene algebraische Erweiterungen 2, Q’ von P sind 
äquivalent. 


Dem Beweis dieses Satzes müssen einige Hilfssätze voraus- 
geschickt werden: 


Hilfssatz 1. Es sei (2 ein algebraischer Erweiterungskörper von P. 
Hinreichend, damit Q algebraisch-abgeschlossen sei, ist die Bedingung, 
daß alle Polynome aus P[x] ın 2[x] in Linearfaktoren zerfallen. 


Beweis. Es sei f(x) ein Polynom aus Q[x]. Wenn es nicht in 
Linearfaktoren zerfiele, so könnte man eine Nullstelle « adjungieren 
und käme zu einem echten Oberkörper ('. « ist algebraisch in bezug 
auf 2 und (2 algebraisch in bezug auf P, also « algebraisch in bezug 
auf P. Daher ist «x Nullstelle eines Polynoms g (x) in P[x]. Dieses zer- 
fällt aber in Q[x] in Linearfaktoren. Also ist «& Nullstelle eines 
Linearfaktors in 2[x], liegt also in 2, entgegen der Voraussetzung. 


Hilfssatz 2. Ist ein Körper P wohlgeordnet, so läßt sich der Polynom- 
bereich P[x] in einer eindeutig bestimmbaren Weise wohlordnen. P ist 
in dieser Wohlordnung ein Abschnitt. 


Beweis. Wir definieren eine Anordnung der Polynome f(x) aus 
P[x] folgendermaßen: Es sei f(x) < g(x) in den folgenden Fällen: 


l. Grad von f(x) < Grad von g(x); 


2. Grad von f(x) = Grad von g(x) = n, also 


fix) = ax" +" +an, 9) = bear 4 +b,; 
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außerdem für einen Index k: 


u=b für i<k; 
ax <br inder Wohlordnung von P. 


Dabei wird dem Polynom 0 ausnahmsweise der Grad 0 zugeschrieben. 
Daß so eine Anordnung erhalten wird, ist klar. Daß es eine Wohl- 
ordnung ist, zeigt man folgendermaßen: In jeder nichtleeren Menge 
von Polynomen liegt die nichtleere Untermenge der Polynome nied- 
rigsten Grades; dieser Grad sei n. Darin liegt die nichtleere Unter- 
menge der Polynome, deren ao in der Wohlordnung von P möglichst 
früh kommt; darin die Untermenge mit möglichst frühem aı usw. 
Die schließlich erhaltene Untermenge mit möglichst frühem a, kann 
nur aus einem Polynom bestehen (da ao, ...., an durch die sukzes- 
siven Minimalforderungen eindeutig bestimmt werden), und dieses 
Polynom ist das erste Element der gegebenen Menge. 


Hilfssatz 3. Ist ein Körper P wohlgeordnet und sind außerdem ein 
Polynom f(x) vom Grad n und n Symbole &ı,..., &n vorgegeben, so 
läßt sich ein Körper P(aı, .-., &n), in dem f(x) vollständig in Linear- 

n 


faktoren Ile — 04) zerfällt, eindeutig konstruieren und wohlordnen. 


1 
P ıst ın dieser Wohlordnung ein Abschnitt. 


Beweis. Wir wollen die Wurzeln cı, ..., &n sukzessive adjungie- 
ren, wodurch aus P = Po sukzessive die Körper Pı,...., P„ entstehen 
mögen. Nehmen wir an, daß P;_ı = P(«ı, ..., &-ı) schon konstruiert 


und wohlgeordnet ist und daß P ein Abschnitt von P;-ı ist, so wird 
P; folgendermaßen konstruiert: 

Zunächst werde nach Hilfssatz 2 der Polynombereich P;_ı[x] 
wohlgeordnet. f zerfällt in diesem Bereich in irreduzible Faktoren, 
unter denen zunächst x — &ı,...,% — &ü-ı vorkommen; von den 
übrigen Faktoren sei f;(x) der in der Wohlordnung dieses Bereiches 
erste. Mit x; als Symbol für eine Wurzel von f;(x) definieren wir nun 
nach $39 den Körper P; = P;-ı(«:) als Gesamtheit aller Summen 

h-1 
> o,R, 
0 


wo h der Grad von fi (x) ist. Sollte f;(x) linear sein, so ist natürlich 
P; = P;-ı zu setzen; das Symbol «,; bleibt dann unbenützt. Der 


Körper wird wohlgeordnet durch die folgende Festsetzung: Jedem 
k—1 h-1 
Körperelement 2,0% o; wird ein Polynom 2,02 zugeordnet, und 


die Körperelemente werden genau so angeordnet wie die ihnen ent- 
sprechenden Polynome. 
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Offenbar ist dann P;_, ein Abschnitt von P;, also auch P ein Ab- 
schnitt von P;. 

Damit sind Pı,..., P„ konstruiert und wohlgeordnet. P,„ ist der 
gesuchte eindeutig definierte Körper P(cı, ..., &n)- 


Hilfssatz 4. Wenn in einer geordneten Menge von Körpern jeder 
frühere Körper Unterkörper eines jeden späteren ist, so ist ihre Ver- 
einigungsmenge wieder ein Körper. 


Beweis. Zu je zwei Elementen «, ß der Vereinigung gibt es zwei 
Körper 2, &g, welche « und ß enthalten und von denen einer den 
anderen umfaßt. In diesem umfassenden Körper sind« + Bund«- 
definiert, und diese Definitionen stimmen für alle Körper der Menge, 
welche « und f umfassen, überein, da ja von zwei solchen Körpern 
immer einer ein Unterkörper des anderen ist. Um nun z.B. das 
Assoziativgesetz 

aBy=a:Py 
zu beweisen, suche man aus den Körpern 2,, 25, £, wieder den um- 
fassendsten (spätesten); in ihm sind «, ß und y enthalten und in ihm 
gilt auch das Assoziativgesetz. In derselben Weise werden alle Rech- 
nungsregeln bewiesen. 


Der Beweis des Hauptsatzes zerfällt in zwei Teile: die Konstruk- 
tion von (2 und den Eindeutigkeitsbeweis. Die Konstruktion und der 
Beweis geschehen beide durch transfinite Induktion im Sinne von 
8 71. 

Die Konstruktion von ®. Hilfssatz 1 zeigt, daß man, um einen 
algebraisch-abgeschlossenen Erweiterungskörper (2 von P zu konstru- 
ieren, bloß einen solchen über P algebraischen Körper zu konstruieren 
hat, in welchem alle Polynome von P[x] vollständig zerfallen. 

Man denke sich den Körper P und demnach auch den Polynom- 
bereich P[x] wohlgeordnet. Jedem Polynom f(x) seien so viele neue 
Symbole aı, ..., &n zugeordnet, wie der Grad des Polynoms beträgt. 

Jedem Polynom f(x) sollen nunmehr zwei wohlgeordnete Körper 
P,, 2; zugeordnet werden, und zwar werden diese definiert durch die 
folgenden rekursiven Relationen: 

1. P; ist die Vereinigungsmenge von P und allen 2, mit g < f. 

2. Die Wohlordnung von P; ist so beschaffen, daß P, sowie alle 
&, mit g < f, Abschnitte von P; sind. 

3. 27 entsteht aus P, durch Adjunktion aller Wurzeln von f mit 
Hilfe der Symbole «ı, ..., &n nach der Konstruktion von Hilfssatz 3. 

Zu beweisen ist, daß durch diese Forderungen in der Tat zwei 
wohlgeordnete Körper P;, 27; eindeutig bestimmt werden, sobald alle 
früheren P,, 2, gegeben sind und den Forderungen genügen. 

Wenn 3. erfüllt ist, so ist zunächst P, Abschnitt von 2;. Daraus 
und aus 2. folgt, daß P und jedes 2,(g < f) Abschnitte von 2; sind. 
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Nimmt man an, daß die Forderungen für alle früheren Indizes als f 
bereits erfüllt sind, so ist also 


P Abschnitt von Z, für <f, 
2%, Abschnitt von &, fürg<h<f. 


Daraus folgt nun, daß die Körper Pund 2,(h < f) eine Menge von 
der in Hilfssatz 4 geforderten Art bilden. Also ist die Vereinigungs- 
menge wieder ein Körper, den wir der Forderung 1 entsprechend P}; 
zu nennen haben. Die Wohlordnung von P; ist aber durch die Forde- 
rung 2 eindeutig bestimmt. Denn je zwei Elemente a, b von P; liegen 
schon in einem der Körper P oder 2, und haben darin eine Reihen- 
folge: a < b oder a > b, die in der Wohlordnung von P; beibehalten 
werden muß. Diese Reihenfolge ist dieselbe in allen Körpern P oder 
2,, welche sowohl a wie b umfassen; denn alle diese Körper sind ja 
Abschnitte voneinander. Also ist eine Ordnung in der Tat definiert. 
Daß es eine Wohlordnung ist, ist auch klar; denn jede nichtleere 
Menge W in P, enthält mindestens ein Element aus P oder aus einem 
2,, also auch ein erstes Element aus P oder dem betreffenden 2,. 
Dieses ist dann zugleich das erste Element von WM. 

Also ist der Körper P, samt seiner Wohlordnung durch 1., 2. ein- 
deutig bestimmt. Da 2; durch 3. eindeutig bestimmt wird, so sind 
die P‚, und 2%; konstruiert. 

In 2; zerfällt wegen 3. das Polynom f(x) völlig in Linearfaktoren. 
Weiter zeigt man durch transfinite Induktion, daß 2; algebraisch in 
bezug auf P ist. Angenommen nämlich, alle 2,(g < f) seien schon 
algebraisch. Dann ist auch ihre Vereinigungsmenge mit P, also P; 
algebraisch. Weiter ist 2; nach 3. algebraisch in bezug auf P,, also 
algebraisch in bezug auf P. 

Bildet man nun die Vereinigung Q aller 3&;, so ist sie nach Hilfs- 
satz 4 ein Körper; dieser Körper ist algebraisch in bezug auf P, und 
in ihm zerfallen alle Polynome f (weil jedes f schon in 2; zerfällt). 
Also ist der Körper 2 algebraisch-abgeschlossen (Hilfssatz 1). 


Die Eindeutigkeit von Q. Es seien Q und 2’ zwei Körper, beide 
algebraisch-abgeschlossen und algebraisch in bezug auf P. Wir wollen 
ihre Äquivalenz beweisen. Zu diesem Zweck werden sie beide als 
wohlgeordnet vorausgesetzt. Wir wollen zu jedem Abschnitt Y von 2 
(wobei (2 selbst auch zu den Abschnitten gerechnet wird) eine Teil- 
menge W von Q2’ und einen Isomorphismus 


PA) = P(W) 


konstruieren. Dieser soll den folgenden rekursiven Bedingungen ge- 
nügen: 

l. Der Isomorphismus P(A) > P(W) soll P elementweise fest- 
lassen. 
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2. Der Isomorphismus P(A) z P(W) soll für BcX eine Fort- 
setzung von P(B) = P(®’) sein. 

3. Wenn X ein letztes Element a hat, also A = B V {a} ist, und 
wenn a eine Wurzel des in P(B) irreduziblen Polynoms f(x) ist, so 
soll a’ die in der Wohlordnung von (’ erste Wurzel des vermöge 
P(B) = P(%B’) zugeordneten Polynoms f’(x) sein. 


Zu zeigen ist, daß durch diese drei Forderungen in der Tat ein 
und nur ein Isomorphismus P(WX) = P(W) bestimmt wird, falls das- 
selbe schon für alle früheren Abschnitte 8 c X der Fall ist. Wir haben 
da zwei Fälle zu unterscheiden. 

Erster Fall. X hat kein letztes Element. Dann gehört jedes Ele- 
ment a schon einem früheren Abschnitt B an; daher ist WU die Ver- 
einigung der Abschnitte ®, also P(X) die Vereinigung der Körper 
P(B) mit BcAW. Da jeder der Isomorphismen P(B) = P(%’) Fort- 
setzung aller früheren ist, so ist jedem Element « in allen diesen 
Isomorphismen nur ein «’ zugeordnet. Es gibt demnach eine und nur 
eine Zuordnung P(X) — P(W), welche alle früheren Isomorphismen 
P(®) — P(B’) umfaßt, nämlich die Zuordnung x — «’. Diese ist offen- 
bar ein Isomorphismus und genügt den Bedingungen ], 2. 

Zweiter Fall. W hat ein letztes Element a; esist also = B V {a}. 
Durch die Bedingung 3 ist das dem a zugeordnete Element a’ eindeu- 
tig festgelegt. Da a’ in bezug auf P(®B’) (im Sinne des Isomorphismus) 
„derselben“ irreduziblen Gleichung genügt wie a in bezug auf P(B), 
so läßt sich der Isomorphismus P(B) — P(%’) bzw., wenn ® leer ist, 
der identische Isomorphismus P — P fortsetzen zu einem Isomorphis- 
mus P(B, a) > P(%B’, a’), wobei a in a’ übergeht ($ 41). Und zwar ist 
dieser Isomorphismus durch jene Bedingung eindeutig bestimmt; 
denn jede rationale Funktion @ (a) mit Koeffizienten aus B muß not- 
wendig übergehen in ein @’(a’) mit entsprechenden Koeffizienten aus 
B’. Daß der so konstruierte Isomorphismus P(WX) — P(W’) den Be- 
dingungen 1 und 2 genügt, ist klar. 

Damit ist die Konstruktion der Isomorphismen P(A) — P(W’) ge- 
leistet. Bezeichnet 2'’’ die Vereinigung aller P(W’), so existiert also 
ein Isomorphismus P(2) > 2’ oder Q — 2", der P elementweise 
fest läßt. Da Q algebraisch-abgeschlossen ist, so muß (2 es auch sein, 
und daher ist notwendig (’” schon das ganze 2’. Daraus folgt die 
behauptete Äquivalenz von 2 und Q'. 

Die Bedeutung der algebraisch-abgeschlossenen Erweiterungs- 
körper eines gegebenen Körpers liegt darin, daß sie bis auf äquivalente 
Erweiterungen alle überhaupt möglichen algebraischen Erweiterun- 
gen umfassen. Genauer: 


Ist Q ein algebraisch-abgeschlossener algebraischer Erweiterungs- 
körper von P und & irgendein algebraischer Erweiterungskörper von P, 
so gibt es innerhalb Q einen zu 2 äquivalenten Erweiterungskörper 2. 
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Beweis. Man erweitere 2 zu einem algebraisch-abgeschlossenen 
algebraischen Erweiterungskörper 2’. Dieser ist auch algebraisch in 
bezug auf P, also mit Q äquivalent. Bei einem Isomorphismus, der 
2' in Q überführt und P elementweise fest läßt, geht insbesondere & 
über in einen äquivalenten Unterkörper &, von 2. 

Aufgabe. Man beweise die Existenz und Eindeutigkeit eines Erweiterungs- 


körpers von P, der durch Adjunktion aller Nullstellen einer vorgegebenen 
Menge von Polynomen aus P[x] entsteht. 


Bemerkung. Statt der transfiniten Induktion kann man bei solchen Be- 
weisen, wie sie in diesem Paragraphen dargestellt wurden, auch das Lemma 
von ZORN verwenden. Siehe M. Zorn, Bull. Amer. Math. Soc. 41, 667 (1935). 
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Jede einfache transzendente Erweiterung eines (kommutativen) 
Körpers A ist, wie wir wissen, äquivalent dem Quotientenkörper A (x) 
des Polynombereichs A[z]. Wir studieren daher diesen Quotienten- 
körper 


2= Ale). 
Elemente von 2 sind rationale Funktionen 


&) 


9(@) 
die in unverkürzbarer Gestalt (/ und g teilerfremd) angenommen wer- 
den können. Der größte der beiden Grade von f(x) und g (x) heißt der 
Grad der Funktion n. | 


Satz. Jedes nichtkonstante n vom Grade n ıst transzendent in bezug 
auf A, und A(x) ist algebraisch vom Grade n in bezug auf A(n). 


’ 


Beweis. Die Darstellung n = f(x)/g(x) sei unverkürzbar. Dann 
genügt x der Gleichung 


ge) n —- Fa)=0 


mit Koeffizienten aus A(n). Diese Koeffizienten können nicht alle 
Null sein. Wären sie es nämlich und wäre a; ein nichtverschwinden- 
der Koeffizient in 9 (x), dx der Koeffizient derselben Potenz von x in 
f(x), so hätte man 

an—bk=0, 


mithin 7 = bx/ax = konst., entgegen der Voraussetzung. Also ist x 
algebraisch in bezug auf A (n). 

Wäre nun n algebraisch in bezug auf A, so wäre auch x algebraisch 
in bezug auf A, was nicht der Fall ist. Mithin ist 7 transzendent. 

x ist Nullstelle des Polynoms in A (n) [2] 


9ı@)n — Ik) 
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vom Grade n. Dieses Polynom ist irreduzibel in A (n) [2]. Denn sonst 
wäre es nach $30 auch in A[n, z] reduzibel; da es linear in ist, 
müßte ein Faktor von n unabhängig sein und nur von 2 abhängen; 
einen solchen Faktor kann es aber nicht geben, da g(z) und f(2) 
teilerfremd sind. 

Mithin ist x algebraisch vom Grade n in bezug auf A(n). Daraus 
folgt die Behauptung (A (2):A(n)) = n. 

Wir merken uns für später noch, daß das Polynom 

sen — Ik) 

keinen von z allein abhängigen (in A[z] liegenden) Faktor hat. Dieser 


Tatbestand bleibt erhalten, wenn man n durch seinen Wert f(xz)/g (x) 
ersetzt und mit dem Nenner g(x) aufmultipliziert; mithin hat das 


Polynom in Al, 2] 
see) - FIIR) 


keinen von z allein abhängigen Faktor. 

Aus dem bewiesenen Satz fließen drei Folgerungen. 

l. Der Grad einer Funktion n = f(x)/g(x) hängt nur von den 
Körpern A(n) und A(x), nicht von der speziellen Wahl der Erzeu- 
genden x des letzteren Körpers ab. 

2. Dann und nur dann ist A (n) = A (x), wenn n vom Grade 1, also 
gebrochen-linear ist. Das heißt: Körpererzeugende sind neben x alle 
gebrochenen linearen Funktionen von x und nur diese. 

3. Ein Automorphismus von A (x), der die Elemente von A fest 


läßt, muß x wieder in eine Körpererzeugende überführen. Führt man 
umgekehrt x in eine andere Körpererzeugende © = 7 und jedes 
o(x) in o(£) über, so entsteht ein Automorphismus, bei dem die 
Elemente von A fest bleiben. Also: 

Alle relativen Automorphismen von A(x) in bezug auf A sind die 


gebrochen-linearen Substitutionen. 


a I ad—bc +0. 


Wichtig für gewisse geometrische Untersuchungen ist der folgende 

Satz von LürotH: Jeder Zwischenkörper 2 mit AC2ZC Alk) ist 
eine einfache transzendente Erweiterung: 2 = A(D). 

Beweis. Das Element x muß algebraisch in bezug auf 2 sein; denn 
wenn n irgendein nicht in A gelegenes Element von 2 ist, so ist x, wie 
gezeigt, algebraisch in bezug auf A (n), also um so mehr in bezug auf 
2. Das im Polynombereich &[z] irreduzible Polynom mit dem höch- 
sten Koeffizienten 1 und der Nullstelle x sei 


(1) fo(2) = 2" + az 1 + + An. 


Wir wollen den Bau dieses fo(2) bestimmen. 
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Die a; sind rationale Funktionen von x. Durch Multiplikation mit 
dem Hauptnenner kann man sie ganzrational machen und außerdem 
erreichen, daß man ein in bezug auf x primitives Polynom (vgl. $ 30) 
erhält: 

f(&,2) = bo(x) 28 + bi (2) 21 + + bu(8). 


Der Grad dieses Polynoms in x sei m, der Grad in z ist n. 

Die Koeffizienten a; = b;/bo von (1) können nicht sämtlich von x 
unabhängig sein, da sonst x algebraisch in bezug auf A wäre, es muß 
also einer unter ihnen, etwa 


bi (x) 
Du = A; — bo(x) 
oder, unverkürzbar geschrieben 
9(*) 
9= ha) 


von x wirklich abhängen. Die Grade von g(x) und h(x) sind < m. 
Das (nichtverschwindende) Polynom 

1) dh) = ge) - I hke) 
hat die Nullstelle z = x, ist also in 2'[z] durch fo(z) teilbar. Geht man 
nach $ 30 von diesen in x rationalen Polynomen zu ganzrationalen 


und in x primitiven Polynomen über, so bleibt diese Teilbarkeit be- 
stehen, und man erhält 


h(a)ge) - g@)he) = gm, 2) (a, 2). 


In x hat die linke Seite einen Grad < m. Auf der rechten hat aber f 
schon den Grad m; also folgt, daß der Grad auf der linken Seite genau 
m ist und daß g(x, 2) nicht von x abhängt. Einen von z allein ab- 
hängigen Faktor hat aber die linke Seite nicht (s. oben); also ist 
q(x,2z) eine Konstante: 


h(z)g(2) - g()hk)=qg 2). 


Damit ist, da es auf die Konstante g nicht ankommt, der Bau von 

/(x, 2) bestimmt. Der Grad von f(x, 2) in x ist m; also ist (aus Sym- 

metriegründen) der Grad in z auch m, mithin m = n. Mindestens eine 

der Gradzahlen von g(x) und A(x) muß den Höchstwert m wirklich 

erreichen; also hat auch d als Funktion von x genau den Grad m. 
Demnach ist einerseits 


(A@):A@))=m, 


andererseits 
(A(x):2)=m, 
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mithin, da & ja A(d) umfaßt: 
(2:4@)=1, 
2=4A(9). 


Der Lürothsche Satz hat die folgende Bedeutung für die Geometrie: 

Eine ebene (irreduzible) algebraische Kurve F(£, n) = 0 heißt rational, 
wenn ihre Punkte bis auf endlichviele dargestellt werden können durch ratio- 
nale Parametergleichungen: 

_=flt), 


n= gt). 
Es kann nun vorkommen, daß jeder Kurvenpunkt (vielleicht mit endlich- 
vielen Ausnahmen) zu mehreren Werten von t gehört. (Beispiel: 
e=12, 
n=et+l; 
zu t und —t gehört der gleiche Punkt.) Zufolge des Lürothschen Satzes kann 
man das aber immer durch geschickte Parameterwahl vermeiden. Es sei näm- 
lich A ein Körper, der die Koeffizienten der Funktionen f, g enthält, und t 
zunächst eine Unbestimmte. 2 = A(f, g) ist ein Unterkörper von A(t). Ist t’ 
ein primitives Element von 2, so ist etwa 
ft) = filt) (rational), 
gt) =gı(t‘) (rational), 
"rer: 
und man verifiziert leicht, daß die neue Parameterdarstellung 
= F ı(t ) ’ 
n=gı(t‘) 
die gleiche Kurve darstellt, während der Nenner der Funktion (x, y) nur in 


endlichvielen Punkten der Kurve verschwindet, so daß zu allen Kurvenpunk- 
ten (bis auf endlichviele) nur ein t’-Wert gehört. 


Aufgabe. Ist der Körper A(x) normal in bezug auf den Unterkörper A(n). 
so zerfällt das Polynom (1) in ihm in Linearfaktoren. Alle diese Linearfaktoren 
gehen durch gebrochen-lineare Transformationen von x aus einem unter ihnen, 
etwa aus z — x, hervor. Diese linearen Transformationen bilden eine endliche 
Gruppe, lassen die Funktion 9 = g(z)/h(x) invariant und sind dadurch ge- 
kennzeichnet. 


$ 74. Algebraische Abhängigkeit und Unabhängigkeit 


Es sei 2 ein Erweiterungskörper eines festen Körpers P. Ein Ele- 
ment v von (2 heißt algebraisch abhängig von u, ..., Un, wenn ® 
algebraisch in bezug auf den Körper P(uvı,..., un) ist, d.h. wenn v 
einer algebraischen Gleichung 


ao(u) v9 + aı(u) 89-1 + + +a,(u) = 0 


genügt, deren Koeffizienten ao(%), ..., a,(u) Polynome in v1, ..., Un 
mit Koeffizienten aus P und nicht sämtlich gleich Null sind. 
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Die Relation der algebraischen Abhängigkeit hat folgende Grund- 
eigenschaften, die zu den Grundeigenschaften der linearen Abhängig- 
keit vollkommen analog sind (vgl. $ 20): 

Grundsatz 1. Jedes u(t =], ..., n) ist von u1, ..., Un algebraisch 
abhängig. 

Grundsatz 2. Ist v algebraisch abhängig von u1, ..., Un, aber nicht 
VON Ul,..., Un-1, 80 ıst un algebraisch abhängig von ul, ..., Un-ı1, v. 

Beweis. Wir denken uns uı,..., %n-ı zum Grundkörper adjun- 
giert. Dann ist v algebraisch abhängig von u„, also gilt eine alge- 
braische Relation 


(1) ag (Un) v + aı(un)v I + +aglUn)=0. 

Ordnen wir diese Gleichung nach Potenzen von u,„, so kommt: 

(2) bo(w) ur + dw) ur tr. - +d,W)=0. 

Nach Voraussetzung ist v transzendent in bezug auf den Grundkörper 
P(uı1,...., n-ı). Die Polynome 5o(v), ...,dn(v) sind also entweder 
identisch Null in v oder =# 0. Sie können aber nicht alle identisch Null 
in v sein, da sonst die linke Seite von (1) auch identisch in v gleich 
Null,d. h.ao(un) = aı (Un) = '*' = ag(Un) = O0 sein würde, entgegen 
der Voraussetzung. Also sind in (2) nicht alle Koeffizienten b,(v) 
gleich Null; somit ist u„ auf Grund von (2) algebraisch abhängig von 


v in bezug auf den Grundkörper P(u1, ..., Un-ı)- 

Grundsatz 3. Ist w algebraisch abhängig von vı,...,vs und ist 
jedes vy(j = 1,...,s) algebraisch abhängig von u1,..., Un, 80 ist w 
algebraisch abhängig von uU1,..., Un: | 

Beweis. Ist w algebraisch über dem Körper P(vı,..., v,), also 
auch über P(uı, ...., Un, vı, ..., ts), und ist dieser Körper wiederum 
algebraisch über P(uı, ...., %n), so ist nach $41 auch w algebraisch 
über P(u1,..., Un), was zu beweisen war. 


Da nunmehr die Grundsätze der linearen Abhängigkeit als erfüllt 
nachgewiesen sind, so gelten auch alle in $20 aufgestellten Folge- 
sätze, insbesondere der Austauschsatz. 

Analog dem Begriff der linearen Unabhängigkeit kann man den 
Begriff der algebraischen Unabhängigkeit einführen: uı, ..., u; hei- 
Ben algebraisch unabhängig in bezug auf den Grundkörper P, wenn 
kein u; algebraisch von den übrigen abhängt. Es gilt der 

Satz. Die Elemente uı, ..., Ur sind dann und nur dann algebraisch 
unabhängig, wenn aus 


(ui, oo.) Ur) — 0, 
wo f ein Polynom mit Koeffizienten aus P ist, notwendig das Ver- 
schwinden aller Koeffizienten dieses Polynoms folgt. 


Beweis. Wenn f(uı, ...., u) = 0 das identische Verschwinden des 
Polynoms f zur Folge hat, so ist klar, daß kein u; algebraisch von den 
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übrigen u; abhängen kann. Nun seien umgekehrt uı,..., ur alge- 
braisch unabhängig. Wenn 
(u; ..., Ur) — 


ist und wenn man das Polynom f nach Potenzen von u, ordnet, so 
folgt, daß die Koeffizienten f;(uı, ..., ur-ı) dieses Polynoms gleich 
Null sind. Ordnet man diese nach Potenzen von u,-ı und schließt in 
der gleichen Weise weiter, so folgt schließlich, daß alle Koeffizienten 
des Polynoms f gleich Null sein müssen. 

Nach diesem Satz sind vı, ..., ur, wenn sie algebraisch unabhän- 
gig sind, durch keinerlei algebraische Gleichungen miteinander ver- 
knüpft. Man nennt sie daher auch unabhängige Transzendente. 


Sind v1, ..., 4 algebraisch unabhängig und sind 2ı, ..., 2r Unbe- 
stimmte über P, so kann man jedem Polynom f(zı, ...,2r) mit Ko- 
effizienten aus P eineindeutig ein Polynom f(wı,...., 4) zuordnen. 
Daher ist P[zı, ..., 2] & P[uı, ..., 4]. Aus dem Isomorphismus der 
Polynomringe folgt auch der Isomorphismus ihrer Quotientenkörper: 

P(zı, ...;, Zr) P(uı, ..., Ur). 
Die unabhängigen Transzendenten ıı, ..., u, stimmen demnach in 


allen algebraischen Eigenschaften mit Unbestimmten überein. 

Die Begriffe algebraisch abhängig und unabhängig können auch 
für unendliche Mengen definiert werden. Ein Element v heißt (al- 
gebraisch ) abhängig von einer Menge M (in bezug auf den Grundkörper 
P), wenn es algebraisch in bezug auf den Körper P(M) ist, also einer 
Gleichung genügt, deren Koeffizienten rationale Funktionen der 
Elemente von M mit Koeffizienten aus P sind!. In diesem Fall kann 
man die Gleichung durch Multiplikation mit dem Produkt der Nen- 
ner ganz-rational in den Elementen von M machen. Da in der Glei- 


chung nur endlichviele Elemente uı, ...., Un von M vorkommen, so 
folgt: 

Wenn v von M abhängig ist, so ist v schon von endlichvielen Ele- 
menten Ui, ..., Un von M abhängig. 


Wählt man die endliche Teilmenge {uı1, ..., un} so, daß kein Ele- 
ment von ihr entbehrlich ist, so ist nach Grundsatz 2 jedes u; von v 
und den übrigen u; abhängig. 

Grundsatz 3 läßt sich ohne weiteres auf unendliche Mengen aus- 
dehnen: 

Ist u abhängig von M und jedes Element von M abhängig von W, so 
ist u abhängig von RR. 

Eine Menge NS heißt (algebraisch) abhängig von einer Menge WM, 
wenn alle Elemente von ® es sind. Ist N abhängig von M und M 
abhängig von %, so ist auch N abhängig von t. 


1 Ein Element hängt von der leeren Menge ab, wenn es algebraisch in 
bezug auf P ist. 
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Sind zwei Mengen M und It gegenseitig voneinander abhängig, so 
heißen sie äquivalent (in bezug auf P). Die Äquivalenzrelation ist 
reflexiv, symmetrisch und transitiv. 

Eine Menge M heißt algebraisch unabhängig (in bezug auf P), 
wenn kein Element von M algebraisch von den übrigen abhängt. 
Man sagt in diesem Fall auch, die Menge M ‚bestehe aus lauter un- 
abhängigen Transzendenten“. 

Ist M algebraisch unabhängig, so kann eine Relation zwischen 
Elementen von M 


Ku, ..,W)=0, 


(wo f ein Polynom mit Koeffizienten aus P ist) nur dann bestehen, 
wenn f identisch verschwindet: 


xı,...,%) = 0 (für unbestimmte x;). 


Bildet man nun einen Polynombereich P[&] in so vielen Unbe- 
stimmten x;, wie es Elemente in M gibt (endlich oder unendlich 
vielen), und ordnet man jedem Polynom f(zı,...,x,) das Körper- 
element f(uı, ...., 4) zu, so entsteht offenbar ein Homomorphismus 
des Polynombereichs mit der Menge P[M] der Körperelemente 
f(uı, ..., ur). Dabei gehen aber, falls M algebraisch unabhängig ist, 
verschiedene Polynome in verschiedene Körperelemente über; man 
hat also in diesem Fall einen Isomorphismus: 


P[X]= PM]. 


Aus dem Isomorphismus der Polynomringe folgt wieder der Iso- 
morphismus ihrer Quotientenkörper. Damit ist bewiesen: 

Der Körper P(M), der durch Adjunktion einer algebraisch unab- 
hängigen Menge M an P entsteht, ist isomorph dem Körper der ratio- 
nalen Funktionen einer mit M gleichmächtigen Menge X von Unbe- 
stimmten x;, d. h. dem Quotientenkörper des Polynombereichs P[X]. 

Man nennt jeden Körper P(M), der durch Adjunktion einer alge- 
braisch unabhängigen Menge M an P entsteht, eine rein transzendente 
Erweiterung von P. Die Struktur der rein transzendenten Erweite- 
rungen ist durch den vorigen Satz vollkommen bestimmt: jede solche 
ist isomorph dem Quotientenkörper eines Polynombereichs. Die 
Struktur hängt demnach nur von der Mächtigkeit der Menge M ab: 
diese Mächtigkeit ist der im nächsten Paragraphen zu behandelnde 
Transzendenzgrad. 


$ 75. Der Transzendenzgrad 


Wir wollen zeigen, daß jede Körpererweiterung in eine rein trans- 
zendente und eine darauffolgende algebraische aufgespalten werden 
kann. Das beruht auf dem folgenden Satz: 
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Es sei (2 eine Erweiterung von P. Dann ist jede Untermenge M von 
(2 einer algebraisch unabhängigen Untermenge M von M äquivalent. 


Beweis. M sei wohlgeordnet. Die Untermenge M’ werde folgen- 
dermaßen definiert: Ein Element a von M gehört zu W’, falls a von 
dem ihm vorangehenden Abschnitt X nicht abhängt. Von WM’ gilt 
nun folgendes: 

1. M’ ist algebraisch unabhängig. Denn hinge ein Element, etwa 
a,, von anderen Elementen as, ..., ax ab, so könnte man die Menge 
{a2,...,ax} minimal wählen, und jedes der a; hinge dann von den 
übrigen ab. Insbesondere würde das in der Wohlordnung letzte a; 
von den ihm vorangehenden übrigen abhängen. Dann könnte aber 
(nach Definition von M’) dieses letzte a; nicht zu M’ gehören. 

2. M hängt von M’ ab. Denn sonst würde es in M ein frühestes 
Element a geben, das von M’ nicht abhängt. a gehört nicht zu W, 
hängt also von dem vorangehenden Abschnitt UV ab, der seinerseits 
(da a das erste nicht von M’ abhängige Element war) von M’ ab- 
hängt. Demnach hängt a doch von M’ ab, entgegen der Voraus- 
setzung. 


Zusatz. IEMCN, so läßt sich jedes zu M äquivalente algebraisch 
unabhängige Teilsytem M von M zu einem mit RN äquivalenten 
algebraisch unabhängigen Teilsystem von W erweitern. 


Beweis. Man wähle die Wohlordnung von X so, daß die Elemente 
von M vorangehen, und konstruiere W’ aus W wie vorhin WM’ aus M. 
Offenbar umfaßt dann NW’ insbesondere die Elemente von W. 


Aufgabe. 1. Man führe den Beweis des Satzes mit Hilfe des Lemmas von 
ZORN, angewandt auf die abgeschlossene Menge A aller algebraisch unabhän- 
gigen Teilmengen von WM. 


Dem obigen Satz zufolge ist jeder Erweiterungskörper 2 von P 
aufzufassen als eine algebraische Erweiterung von P(Z), wo S ein 
irreduzibles System und daher P(£) eine rein transzendente Erweite- 
rung von P ist. Das heißt also, man erhält & aus P durch eine rein 
transzendente und eine nachfolgende rein algebraische Erweiterung. 

Das durch die vorigen Sätze konstruierte irreduzible System M’ 
ist natürlich nicht eindeutig bestimmt; wohl aber ist seine Mächtig- 
keit [also auch der Typ der rein transzendenten Erweiterung P(M’)] 
eindeutig bestimmt. Es gilt nämlich der Satz: 

Zwei äquivalente, algebraisch unabhängige Systeme M, N sind 
gleichmächtig. 

Für den allgemeinen Beweis dieses Satzes möge auf die Steinitz- 
sche Originalarbeit im Journal f. d. reine u. angew. Math. Bd. 137 
verwiesen werden, oder auch auf O. HAvPpT, Einführung in die Al- 
gebra II, Kap. 23, 6. Der wichtigste Spezialfall ist der, daß min- 
destens eins der beiden Systeme M, N endlich ist. Besteht etwa M 
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aus r Elementen uı,..., u,, so kann es nach Folgesatz 4 ($ 20) in W 
auch nicht mehr als r Elemente geben, also ist W ebenfalls endlich, 
und da M aus demselben Grunde auch nicht mehr Elemente haben 
kann als I, so sind M und % gleichmächtig. 

Die eindeutig bestimmte Mächtigkeit eines mit (2 äquivalenten 
algebraisch unabhängigen Systems M’ heißt der Transzendenzgrad 
des Körpers 2 (in bezug auf P). 


Satz. Eine Erweiterung, die sich aus zwei sukzessiven Erweiterungen 
von den (endlichen) Transzendenzgraden s und t zusammensetzt, hat 
den Transzendenzgrad s + L. 


Beweis. Es sei PC 2C 2. Es sei © ein in bezug auf P algebraisch 
unabhängiges, mit 2 äquivalentes System in 2 und 7 ein in bezug 
auf & algebraisch unabhängiges, mit 2 äquivalentes System in Q. 
Dann hat S die Mächtigkeit s, T die Mächtigkeit t, und € ist zu 7 
fremd, also hat die Vereinigung £ V T die Mächtigkeit s + t. Wenn 
wir beweisen können, daß & \V Tin bezug auf P algebraisch unab- 
hängig und mit Q äquivalent ist, so sind wir fertig. 

Q ist algebraisch in bezug auf 2(T) und 2 algebraisch in bezug 
auf P(E), also Q algebraisch in bezug auf P(S, 7), also äquivalent 
mit & V ET. 

Bestünde eine algebraische Relation zwischen endlichvielen Ele- 
menten von & \V ZT mit Koeffizienten aus P, so könnten darin zu- 
nächst die Elemente von 7 nicht wirklich vorkommen; denn sonst 
bestünde eine Relation zwischen diesen mit Koeffizienten aus 2, was 
der algebraischen Unabhängigkeit von X widerstreitet. Also bestünde 
eine Relation zwischen den Elementen von S allein, was wiederum 
der algebraischen Unabhängigkeit von & widerspricht. © V 7 ist 
also algebraisch unabhängig in bezug auf P, womit alles bewiesen ist. 
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Die in $ 27 gegebene Definition der Ableitung eines Polynoms f(x) 
läßt sich ohne weiteres auf rationale Funktionen einer Unbestimmten 


_S@ 
= g9(x) 


mit Koeffizienten aus einem Körper P übertragen. Bildet man näm- 
lich 
fa +hak) -f)g& + 


Be ge 


so wird der Zähler dieses Bruches Null für A = 0, also enthält er den 


1 Der Satz gilt zwar auch für unendliche Transzendenzgrade, erfordert 
dann aber den Begriff der Addition von unendlichen Mächtigkeiten, den wir 
nicht erklärt haben. 
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Faktor h. Dividiert man nun beide Seiten durch A, so erhält man 


g)gc+h) 
Die rechte Seite ist eine rationale Funktion von Ah, die für} = Oeinen 
bestimmten Wert hat, da der Nenner nicht verschwindet. Diesen 
Wert nennen wir den Differentialguotienten oder die Ableitung ©’ (x) 
der rationalen Funktion o (x): 


D d x, 0 
(2) (x) = FR) _ 40) 


de ga 

Um g (x, 0) wirklich auszurechnen, entwickeln wir den Zähler der 
rechten Seite von (1) nach aufsteigenden Potenzen von A, dividieren 
durch A, setzen A = 0 und erhalten das Ergebnis 


180) = Fla)ge) - FR)gR); 
welches in (2) eingesetzt die bekannte Formel für Differentiation 
eines Quotienten ergibt: 


a Sa _ FO - fa 


de ge) g(x)? 
Es sei R(uı,..., 4„) eine rationale Funktion; R|,..., R,, seien 
ihre partiellen Ableitungen nach den Unbestimmten 1, ..., un und 
91, ---, 9n Seien rationale Funktionen von x. 


Wir wollen die Regel der totalen Differentiation 


d G / d v 
(3) I Rp. 9) N Bil@u 00) 
dx T dx 


beweisen. Zu diesem Zweck setzen wir, entsprechend der Definition 
des Differentialquotienten, 

H&+h)— pla)=hplah), 9r(8,0) = 9,(%) 
und 


Ru + Aı,...,Un + An) R(u1,..., Un) 
=) {R(uı + hı,...,u + Ay, Url, ..., Un) — 


v1 — kur + hı,..., Up, Uytls..-, Un)} 
n 
=) h,S,(uı -H hi, ..., Up, Ay, Uy+l; ..., Un) 
v=]1 
mit 
14 
Sy(u1,...,%, 0, Uy41,..-,4n) = R,(ur,.-.,Un). 


Setzen wir in die Identität (4) 
W=PMl), W=mlz+h)— le) =hyle, h) 
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ein und dividieren durch h, so folgt 
R(pı(® + h),....,@n(x + h)) — R(y1(&), ---,Pn(x)) 
h 


=), w(&, h) S,(pı + hyı,...,p, hy, Gytls---,Pn)- 
v=] 
Setzt man nun rechts h = 0, so folgt 
d , ‚ 
5 Pen Pa) = 2,9 (x) R,(g1; ---, 9) 


womit (3) bewiesen ist. 

Wir wollen nun versuchen, die Theorie der Differentiation auf 
algebraische Funktionen einer Veränderlichen x auszudehnen. Unter 
einer algebrarschen Funktion der Unbestimmten x verstehen wir ein 
beliebiges Element n eines algebraischen Erweiterungskörpers von 
P(x). 

Wir machen nun die Annahme, daß n separabel in bezug auf P (x) 
ist. Die algebraische Funktion n sei also eine Nullstelle eines über 
P(x) irreduziblen separablen Polynoms F (x, y): 


F(&n)=0. 


Die Ableitungen von F(x, y) nach x und y mögen mit F, und F‘, be- 
zeichnet werden. Wegen der Separabilität hat F,(x, y) keine Null- 
stelle mit F(x, y) gemeinsam; es ist also 


F,(&,n) #0. 


Von einer vernünftigen Definition der Ableitung dn/dx ist zu ver- 
langen, daß für das Polynom F (x, y) die Regel von der totalen Diffe- 
rentiation gilt, daß also 


‚ d , 
Fan) + 4, Fam) =0 


ausfällt. Wir definieren also 
din __ Fan) 
” ee 705 


Man sieht sofort, daß die Definition unabhängig von der Wahl 
des definierenden Polynoms F(x,y) ist, denn wenn man F(«, y) 
durch F(x, y) - w(x) ersetzt, wobei y(x) irgendeine rationale Funk- 
tion von x ist, so werden F,(x,n) und F,(x, n) in (5) durch 

F&n) ya) + Fl n) ya) = Fran) v@) 
und 
F,&n)'y(®) 


ersetzt, wodurch der Quotient (5) sich nicht ändert. 
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Ist speziell n = c eine Konstante aus P, so kommt x in der de- 
finierenden Gleichung von n gar nicht vor, mithin wird de/dx = 0. 

Nun sei £ ein Element des Körpers P(x, n), also eine rationale 
Funktion von x und n, ganz rational in n: 


S=opl,n). 


Wir wollen nun für diese Funktion o die Regel der totalen Differen- 
tiation beweisen: 

dd ‚ ‚ d 
(6) rent 


wobei p, und o, die Ableitungen von p(x, y) nach x und y bedeuten. 
Zu diesem Zweck bilden wir die definierende Gleichung von {, welche 
ganzrational in x und £ angenommen werden kann: 


Kr) =0, 
setzen in ihr den Ausdruck o(x, n) für { ein und ersetzen dann n 


durch die Unbestimmte y. Das entstehende Polynom in y hat die 
Nullstelle 7 und ist daher durch F(x, y) teilbar: 


G(2,9(2,y)) = Qz,y)F(&,y). 


Differenziert man diese Identität partiell nach x und y mittels 
der Regel der totalen Differentiation (3), so erhält man 


[9 9(2,4)) + @,(8, 9 (8, Y)) 92%, y) = QF; + 9. F(& Y) 
G, (2, 9(2,y)) 9, y)= QF, + Q,F(&y). 


Nun ersetze man y wieder durch n, wodurch die Glieder mit F(x, y) 
verschwinden und setze weiter, der Definition (5) entsprechend 


, , d 
F,&n)=—- Fan) 
7 14 d 
G,(&, d) m G,(®, d) a 


So erhält man 
‚’ dE ‚ ‚’ y/ d 
m 0 + den) = — ken 
Multipliziert man die zweite Gleichung mit dn/dx, addiert sie zu 
der ersten und dividiert das Ganze durch @‘,, so folgt 
d ‚ ‚ d 
teten =, 


womit (6) bewiesen ist. 
Nachdem durch diese Rechnung der Spezialfall (6) erledigt ist, 
macht der Beweis der allgemeinen Regel der totalen Differentiation 
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keine Mühe mehr. Die Regel heißt: Sind nı, ..., nn separable alge- 
braische Funktionen von x in einem Körper und ist R(uı,..., Un) 
ein Polynom mit den Ableitungen R,, so ist 


d u dns 
(7) 5 En nm) = ER mu m) 


Beweis. Es sei 9 ein primitives Element des separablen Erweite- 
rungskörpers P(x, 71, ...,”7n) von P(x). Dann sind alle n, rational 
durch x und % ausdrückbar: 


„= mx, d). 


Nach (6) ist nun, wenn o,, und o,, die Ableitungen von @, (x, t) 
nach x und £ sind, 


dnv 
= 9200) + Pu 9 


und ebenso, wenn R, und R, die Ableitungen di der Funktion 
R(o1(&% 8), :.., @n(%; t)) 


sind, 
d d 
FRAU) E ..., NN) = Ar R(o1(%, d), ..., On(®; d)) 
‚ ‚ dd 
— R,(&, dv) + R,(&, d) . dx 
Nach (3) ist aber 


R,(&,t) = DRypıle 90) 
RB, (at) = 3 Ry(p1(&, 0... 92, 1)) Pe. 1) 


also 


a 
pe d) + 91%, d) - u DR m GE = 


Wichtige Spezialfälle der enenen Regel (7) sind: 


d 
(8) I n+9- +, 
d 
(9) due art, 
dn 1 dn dd 
(10) wre) 
d d 
(11) dx rn Fr 
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Die Definition (5) des Differentialquotienten ist selbstverständ- 
lich nicht nur dann anwendbar, wenn x eine Unbestimmte ist, son- 
dern immer dann, wenn x ein in bezug auf den Grundkörper P trans- 
zendentes Element und n separabel algebraisch über P(x) ist. Wir 
schreiben dann lieber & statt x. In einem Körper vom Transzendenz- 
grad l über Pkann man demnach alle Elemente n, soweit sie separa- 
bel über P(£) sind, nach dem transzendenten Element £ differen- 
zieren. 

Sind n und £ algebraisch von £ abhängig, so hat der Körper 
P(&,n,&) den Transzendenzgrad 1 über P. Ist nun n transzendent 
über P, so ist  algebraisch abhängig von n. Wir setzen voraus, daß 
& separabel über P (n) ist; dann kann man d£/dn bilden. Ist 


(12) Gn)=0 


die definierende Gleichung von Z über P(n) und sind @, und @, die 
partiellen Ableitungen von @G(y, 2), so ist 


(13) n0+nd 7, = 


Differenziert man andererseits (12) nach £, so erhält man nach der 
Regel für totale Differentiation 


’ ’ dS 
(14) dt. 
Aus (13) und (14) folgt, wenn man (13) mit dn/d£ multipliziert 
und davon (14) subtrahiert, die Kettenregel: 


a _ ds an 
(15) dE dndE' 
Ist insbesondere & = £, so ergibt (15): 
ds , dn _ 
u dy ae” 


Damit haben wir alle Regeln der gewöhnlichen Differentialrech- 
nung für algebraische Funktionen einer Veränderlichen rein alge- 
braisch hergeleitet, ohne dabei irgendwelche Limesbetrachtungen zu 
benutzen. 


Elftes Kapitel 
Reelle Körper 


Beim Studium der algebraischen Zahlkörper spielen außer den 
algebraischen Eigenschaften ihrer Zahlen gewisse unalgebraische 
Eigenschaften: absolute Beträge |a|, Realität, Positivsein, eine Rolle. 
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Daß diese Eigenschaften sich nicht mit Hilfe der algebraischen Ope- 
rationen + und - eindeutig definieren lassen, zeigt sich an folgendem 
Beispiel. 

Es sei Q der Körper der rationalen Zahlen und w eine reelle, also 
iw eine rein imaginäre Wurzel der Gleichung x* = 2. Bei der Iso- 
morphie 


Aw) 2 Ukw) 


bieiben alle algebraischen Eigenschaften erhalten; aber diese Iso- 
morphie führt die reelle Zahl w in die rein imaginäre ?w, die positive 
Zahl w2 = v2 in die negative (\w)? = — v2 über, während die 
Zahl 1 + y2 vom Betrag >1 in die Zahl 1 — v2 vom Betrag <1 
übergeht. 

Im Verlauf der Untersuchung wird sich aber zeigen, daß in diesen 
nichtalgebraischen Eigenschaften trotzdem etwas Algebraisches 
steckt, daß man nämlich im Körper der algebraischen Zahlen (d.h. 
in dem zu @ gehörigen algebraisch-abgeschlossenen Erweiterungs- 
körper) zwar nicht einen, wohl aber eine ganze Schar von Unter- 
körpern, deren jeder dem Körper der reellen algebraischen Zahlen 
algebraisch-äquivalent ist, durch algebraische Eigenschaften aus- 
zeichnen kann. Bei einer bestimmten Wahl eines solchen Körpers, 
dessen Elemente dann als ‚‚reell‘‘ bezeichnet werden können, lassen 
sich auch die Beträge und das Positivsein algebraisch definieren. 

Bevor wir aber an diese algebraische Theorie herangehen, erörtern 
wir zunächst die in der Analysis übliche Einführung der reellen und 
komplexen Zahlen, nicht so sehr, weil es logisch notwendig wäre, das 
vorwegzunehmen, als weil die Problemstellung der rein algebraischen 
Theorie klarer wird, wenn man einmal weiß, was reelle und kom- 
plexe Zahlen überhaupt sind, und weil wir zugleich die prinzipiell 
wichtigen Begriffe der Anordnung und der Fundamentalfolge dabeı 
besprechen können. 
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In diesem Paragraphen sollen eine erste nichtalgebraische Eigen- 
schaft: das Positivsein, und die darauf beruhende Anordnung axio- 
matisch untersucht werden. 

Ein (kommutativer) Körper K heiße angeordnet, wenn für seine 
Elemente die Eigenschaft, positiv (>0) zu sein, gemäß den folgenden 
Forderungen definiert ist: 

1. Für jedes Element a aus K gılt genau eine der Beziehungen 


a=0, a>—0, —a>d. 


2. Ita>0O undb>0, soıta+tb>0 und ab>O. 
Ist —a>0, so sagen wir: a ist negativ. 
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Definieren wir in einem angeordneten Körper allgemein eine 
Größenbeziehung durch die Festsetzung 


a>b, in Worten: a größer als b 
(oder b <a, in Worten: b kleiner als a), 
wenn a—b>0, 


so zeigt man mühelos, daß die mengentheoretischen Ordnungs- 
axiome erfüllt sind. Für je zwei Elemente a, b ist nämlich entweder 
a<bodera=bodera>b. Ausa>bundb>cfolgta —b>0 
unddb—c>0,also auaha—c=(a—b)+(b —c)>0, mithin 
a > c. Weiter hat man wie im $3 die Regel, daß aus a > b folgt 
a+c>b-+cund im Fallec > 0 auch ac > bc. Schließlich folgt, 
wenn a und 5 positiv sind, aus a > 5b stets ar!< 5-1 (und um- 
gekehrt), da 
ab(b1-al)=a—b 


ist. 

Verstehen wir in einem angeordneten Körper unter dem Betrag 
|a| eines Elements a das nichtnegative unter den Elementen a und 
— a, so gelten für das Rechnen mit Beträgen die Regeln 


lad] = la: 1d], 

a+d]=ljal+|bl. 
Die erstere verifiziert man ohne jede Mühe für die vier möglichen 
Fälle 

a0, 5b=>0; 

a>0, 5b<O; 

a<0, b>0; 

a<0, 5b<DO. 


Die zweite Regel gilt offenbar mit dem Gleichheitszeichen im Fall 
a=>0,b>=0, da dann beide Seiten gleich der nichtnegativen Zahl 
a + b sind, und ebenso im Fall a < 0, b < 0, wo beide Seiten gleich 
der nichtnegativen Zahl — (a + b) sind. Es bleiben von unseren 
vier Fällen noch die beiden mittleren übrig; es genügt, den einen: 
a=0,b<PO, zu betrachten. Es ist dann 


a+b<a<a—b=/la| +|b|, 
—a—b<—b<sa—b=|a|+|b]|, 

also 
a +2] ja] + Bl. 


Man hat auch 
a=(-a?=|a?>0, 


mit dem Gleichzeichen nur für a = 0. Daraus folgt weiter, daß eine 
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Summe von Quadraten stets = 0 ist, und zwar =( nur dann, wenn 
alle Summanden einzeln verschwinden. 

Insbesondere ist das Einselement 1 = 1? stets positiv, ebenso 
jede Summe n-1=1-+1-+:--+1. Daher kann auch nie n-1=0 
sein. Also: Die Charakteristik eines angeordneten Körpers ıst Null. 


Hilfssatz. Ist K der Quotientenkörper des Ringes R und ist R an- 
geordnet, so kann K auf eine und nur eine Weise so angeordnet werden, 
daß die Anordnung von R erhalten bleibt. 

Es sei nämlich K in der gewünschten Weise angeordnet. Ein be- 
liebiges Element von K hat die Gestalt a = b/c (b und cin R und 
c #0). Aus 


folgt durch Multiplikation mit c? sofort 
bc>0 bzw =0 bzw <ßO. 


Also ist die etwaige Anordnung von K durch die von R eindeutig be- 
stimmt. Umgekehrt erkennt man leicht, daß durch die Festsetzung 


2.>0, wenn bce>0, 


tatsächlich eine Anordnung von K definiert ist, bei der die Anordnung 
von ft erhalten bleibt. 

Insbesondere läßt sich also der Körper Q der rationalen Zahlen 
nur in einer Weise anordnen, da der Ring Z der ganzen Zahlen offen- 
bar nur der natürlichen Anordnung fähig ist. Es ist also m/n > 0, 
sobald m - n eine natürliche Zahl ist. Jeder angeordnete Körper um- 
faßt den Körper Q in eben dieser Anordnung. 

Zwei angeordnete Körper heißen ähnlich-isomorph, wenn es einen 
Isomorphismus der beiden Körper gibt, der positive Elemente stets 
wieder in positive überführt. 

Ein Körper heißt archimedisch angeordnet!, wenn es in einer ge- 
gebenen Anordnung zu jedem Körperelement a eine ‚natürliche 
Zahl n > a gibt. Es gibt dann auch zu jedem a eine Zahl -_n <a 
und zu jedem positiven a einen Bruch 1/n <a. Zum Beispiel ist 
der rationale Zahlkörper Q archimedisch angeordnet. Ist ein Körper 
nichtarchimedisch angeordnet, so gibt es „unendlich große‘ Ele- 
mente, die größer als jede rationale Zahl, und ‚unendlich kleine“ 
Elemente, die kleiner als jede positive rationale Zahl, aber größer 
als Null sind. 


l Das „‚Archimedische Axiom‘‘ in der Geometrie lautet nämlich so: Man 
kann jede gegebene Strecke PQ (,Einheitsstrecke‘‘) von einem gegebenen 
Punkt P (‚Nullpunkt‘) stets so oft in der Richtung PR abtragen, daß man 
über jeden gegebenen Punkt R hinauskommt. 
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Literatur über nichtarchimedisch angeordnete Körper 


ARTIN, E., u. O. SCHREIER: Algebraische Konstruktion reeller Körper. 
Abh. Math. Sem. Hamburg Bd. 5 (1926) S. 83—115. 

BAER, R.: Über nichtarchimedisch geordnete Körper. Sitzungsber. Heidelb. 
Ak. 8. Abhandlung, 1927. 


Aufgaben. 1. Man nenne ein Polynom f(t) mit rationalen Koeffizienten 
positiv, wenn der Koeffizient der höchsten vorkommenden Potenz der Un- 
bestimmten positiv ist. Man zeige, daß damit eine Anordnung des Polynom- 
rings Q[t] und daher auch des Quotientenkörpers @®(t) definiert ist und daß 
die letztere Anordnung nichtarchimedisch ist (t ist „unendlich groß“). 

2. Es sei 

a) = ar Haar li 4 +0, 
wo die a; einem angeordneten Körper K entnommen sind. Es sei M das größte 
der Elemente 1 und |aı| + *'- + |an|. Man zeige, daß 
fs)>0 für s>M 
(-1)rfl)>0 für s<—M 


ist. Wenn also f(x) Nullstellen in K besitzt, so liegen diese im Bereich 
— M<ssM. 


3. Es sei wieder f(x) = x” + aı21 +: +an, ale vw 2 —c,c20. 
Man zeige, daß f(s) > 0 fürs =1- c. [Man benutze die Ungleichung 


sm —> c(sm-1 + sm—2 == ... n.- 1).] 


Durch Ersetzung von x durch —x bestimme man in derselben Weise eine 
Schranke —1 — c’, so daß (— 1)? f(s) >0O fürs <— 1-— c’. Sind außer dem 
Anfangskoeffizienten 1 auch noch aı, ..., ar positiv, so läßt sich die Schranke 


C 
1l+cdurh1+ Ilat:oa ersetzen. 
r 
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Wir wollen zu jedem angeordneten Körper K einen angeordneten 
Erweiterungskörper 2 konstruieren, in dem der bekannte Konver- 
genzsatz von UAUCHY gilt. Ist speziell K der Körper der rationalen 
Zahlen, so wird 2 der Körper der ‚‚reellen Zahlen‘‘ werden. Von den 
verschiedenen aus der Grundlegung der Analysis bekannten Kon- 
struktionen des Körpers 2 bringen wir hier die Cantorsche Kon- 
struktion durch ‚Fundamentalfolgen“. 

Eine unendliche Folge von Elementen aı, aa, .... aus einem an- 
geordneten Körper K heißt eine Fundamentalfolge {a,}, wenn es zu 
jedem positiven e aus K eine natürliche Zahl n = n(e) gibt, so daß 


(1) la»—a,| <e für p>n, q>n. 
Aus (1) folgt fürg = n +1: 
|<|a| + |» - | <IanHn| te=M für p>n. 


Also ist jede Fundamentalfolge beschränkt. 
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Summen und Produkte von Fundamentalfolgen werden definiert 
durch 


HA=mm-tbdn; An =Andn- 
Daß die Summe und das Produkt wieder Fundamentalfolgen 
sind, sieht man so: Zu jedem e gibt es ein nı mit 
la» —-a,| <de für p>n, q>nı 
und ein na mit 
&,—bul<te für p>ne, q>m. 
Ist nun n die größte der Zahlen nı und na, so folgt 
(ap+b,))— (aa +bo)|<e für p>n, q>n. 
Ebenso gibt es ein Mı und ein Ma mit 
lap|l <Mı für p>ni, 
|d,»| <Ma für p>ns 
und weiter zu jedem eg ein n’ > na und ein n’ > nı mit 


€ 


9M> für y>n, gq>w, 


|@» — ag| < 
d» — bu| < SM für p>n”’, q>n". 
Daraus folgt durch Multiplikation mit |b,| bzw. |a,| 


€ 
2 


lapbp — agbp| <,; für p>n, q>m, 
|aabp — auba| < für p>n’, q>n”, 


also, wenn n die größte der Zahlen n’ und n’’ ist, 
lapdbp -agba|< E für p>n, q>n. 


Die Addition und Multiplikation von Fundamentalfolgen erfüllen 
offensichtlich alle Postulate für einen Ring; es gilt also: Die Funda- 
mentalfolgen bilden einen Ring ». 

Eine Fundamentalfolge {a,}, die „zu 0 konvergiert‘, d.h. bei der 
es zu jedem e ein n gibt mit 

lanl<e für p>n, 
heißt eine Nullfolge. Wir zeigen nun: 

Die Nullfolgen bilden ein Ideal n im Ring ». 

Beweis. Wenn {a,} und {b,} Nullfolgen sind, so gibt es zu jedem & 
ein 2ı und ein na mit 

lan] <$e für p>n, 
d,„|<!4e für p>ns, 


240 Reelle Körper 


also, wenn wieder n die größte der Zahlen nı, nz ist, 
\p—-b,|<e für p>n; 


mithin ist auch {a, — b,} eine Nullfolge. Ist weiter {a,} eine Null- 
folge und {c,} eine beliebige Fundamentalfolge, so bestimme man 
ein n’ und ein M so, daß 


|p|<M für p>n, 
und zu jedem eeinn=n(e) Zn’, so daß 


€ 


7 für p>n. 


|ap| < 
Dann folgt 
lapcp| <e für p>n; 


mithin ist auch {a,cp} eine Nullfolge. 
Der Restklassenring o/n heiße 2. Wir zeigen, daß 2 ein Körper 
ist, d.h. daß in o die Kongruenz 


(2) ax = |(n) 
für a & O(n) eine Lösung besitzt. Dabei bedeutet 1 das Einselement 


von od, d.h. die Fundamentalfolge {1,1,...}. 
Es muß ein n und ein n>0 geben mit 


u.|z2n für q>n. 
Denn wenn es für alle n und alle n > 0 noch 

aa | <n (q > n) z 
geben würde, so würde man n bei gegebenem n auch so groß wählen 
können, daß fürp>n,q>n 

p-a|<n 
wäre, und daraus würde folgen 
|ap| <2n 
für alle 9 > n, d.h. die Folge {a,} wäre eine Nullfolge, entgegen 
der Voraussetzung. 
Die Fundamentalfolge {a,} bleibt in derselben Restklasse mo- 


dulo n, wenn wir aı,...,a„ durch n ersetzen. Bezeichnet man diese 
n neuen Elemente n wieder mit aı,...,Qn, so ist für alle p 


ap] Zn, insbesondere a, #0. 


Nun ist {a7 !} eine Fundamentalfolge. Denn zu jedem & gibt es 
ein n, so daß 


la» —a,|<en? für p>n, q>n. 
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Wäre nun |a,! — a,!| >efürenp>nundeing > n, so würde 


durch Multiplikation mit |a,| > n und |a,| > n folgen 
|ap — ag| = Jayagla,'—- a, | 2en2, 
was nicht zutrifft. Also ist 
la,'—a,'!|<e für p>n, gy>n. 


Die Fundamentalfolge {a, !} löst offenbar die Kongruenz (2). 
Der Körper ( enthält insbesondere diejenigen Restklassen mod n, 
die durch Fundamentalfolgen von der Gestalt 


fa,a,a,...} 


dargestellt werden. Diese bilden einen zu K isomorphen Unterring K’ 
von (; denn jedem a von K entspricht eine solche Restklasse, ver- 
schiedenen a entsprechen verschiedene Restklassen, der Summe ent- 
spricht die Summe, und dem Produkt entspricht das Produkt. Identi- 
fizieren wir nun die Elemente von K’ mit denen von K, so wird 2 
ein Erweiterungskörper von K. 

Eine Fundamentalfolge {a,} heißt positiv, wenn es ein e> O0 in 
K und ein n gibt, derart, daß 


ap>e für p>n 


ist. Die Summe und das Produkt zweier positiver Fundamentalfolgen 
sind offenbar wieder positiv. Auch die Summe einer positiven Folge 
{a»} und einer Nullfolge {b,} ist stets positiv; das zeigt man, indem 
man ein n so groß wählt, daß 
ap>e für p>n, 
d,I<d}e für p>n 

ist, und daraus schließt, daß a, + 5b» > %e ist für p> n. Mithin 
sind alle Folgen einer Restklasse modulo n positiv, sobald eine einzige 
es ist. In diesem Fall heißt die Restklasse selbst positiv. Eine Rest- 
klasse k heißt negativ, wenn — k positiv ist. 

Ist weder {a,} noch {—a,} positiv, so gibt es zu jedem e > 0 
und jedem n einr>n und eins>n, so daß 


a,Sse und —a,<Se. 
Wählt man nun n so groß, daß für p>n,gq>n 
lap —a,| <e 
ist, so folgert man, indem man zuerst qg=r und p beliebig >n 
nimmt, 
ap=(lapy a) +ar<ete=2e 
und, indem man sodann qg=s und p beliebig > rn nimmt, 


— 4 = (ag —0)) - a <ete=2e, 
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mithin 
lanl<2e für p>n. 
Daher ist {a,} eine Nullfolge. 

Also ist stets entweder {a,} positiv oder {—a,} positiv oder {a} 
eine Nullfolge. Daher ist jede Restklasse mod n entweder positiv 
oder negativ oder Null. Da Summe und Produkt positiver Rest- 
klassen wieder positiv sind, so schließt man: 

Q ist ein angeordneter Körper. 

Man sieht unmittelbar, daß die Anordnung von K in 2 erhalten 
bleibt. 

Definiert eine Folge {a,} ein Element « und eine Folge {b,} ein 
Element 8 von 2, so folgt aus 


a,2b, für p>n 


stets « > ß. Wäre nämlich « < ß, also ß — «x > 0, so würde es zu 
der Fundamentalfolge {b, — a,} ein e und ein m geben, so daß 


bp -Ap>e>0 für p>m 


wäre. Wählt man hier p = m + n, so kommt man in Widerspruch 
zur Voraussetzung a, > b,. Es ist nützlich, sich zu merken, daß 
aus a» > by» nicht « > ß, sondern nur « > Pß folgt. 

Aus der Beschränktheit einer jeden Fundamentalfolge nach oben 
folgt, daß es zu jedem Element » von 2 ein größeres Tlement s 
von K gibt. Ist K archimedisch angeordnet, so gibt es zu s wiederum 
eine größere natürliche Zahl 2; mithin gibt es zu jedem w auch ein 
n> w,d.h. 2 ist dann ebenfalls archimedisch angeordnet. 

Im Körper 2 selbst kann man natürlich wieder die Begriffe ab- 
soluter Betrag, Fundamentalfolge und Nullfolge definieren. Die Null- 
folgen bilden wieder ein Ideal. Ist eine Folge {a,} kongruent einer 
konstanten Folge {x} modulo diesem Ideal, d.h. ist fx,» — «} eine 
Nullfolge, so sagt man, die Folge [@,} konvergiere zum Limes «, ge- 
schrieben 

ima»=« oderkurz limy=x«a. 


p>&o 


Die Fundamentalfolgen {a,} von K, welche zur Definition der 
Elemente von @ dienten, können natürlich auch als Fundamental- 
folgen in Q aufgefaßt werden, denn K ist in 2 enthalten. Wir zeigen 
nun: Wenn die Folge {a,} das Element « von 2 definiert, so ist lim a, 
— a. Zum Beweis bemerken wir, daß es zu jedem positiven e aus 
@ ein kleineres positives e’ aus K gibt und zu diesem wiederum 
ein 2, so daß für p>n,q > n stets 


la» —ag| <e’ 


gilt, d.h. daß a, — a, und a, — a» beide kleiner als e’ sind. Nach 
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der oben gemachten Bemerkung folgt daraus, daß a», — « und 
% — Ay» beide se’ sind, also 


lp—-al<se<e. 


Mithin ist {a,» — «} eine Nullfolge. 

Wir zeigen nun, daß der Körper 2 sich nicht mehr durch Hinzu- 
nahme von Fundamentalfolgen erweitern läßt, sondern daß jede 
Fundamentalfolge {xp} schon in (2 einen Limes besitzt (Konvergenz- 
satz von CAUCHY). 

Beim Beweis können wir annehmen, daß in der Folge {x} zwei 
aufeinanderfolgende Elemente &,, &p+1 immer voneinander verschie- 
den sind. Ist das nämlich nicht der Fall, so können wir entweder 
eine Teilfolge auswählen, bestehend aus den &,, die von ihren o,-ı 
verschieden sind, wobei natürlich aus der Konvergenz der Teilfolge 
die Konvergenz der gegebenen Folge sofort folgt, oder die Folge &» 
bleibt von einer gewissen Stelle an konstant: «a» =a fürp>n;in 
diesem Falle ist natürlich lim a, = o. 

Wir setzen nun 

ap — &pHı| = &- 


Weil {«»} eine Fundamentalfolge war, so ist {e,} eine Nullfolge!. 
Nach Voraussetzung ist &» > 0. 

Wir wählen nun zu jedem «, ein approximierendes a, mit der 
Eigenschaft 

lap —ap| <&. 
Das geht, weil «, selbst durch eine Fundamentalfolge {a,ı , a3, -..} 
mit dem Limes «, definiert war. Weiter gibt es zu jedem e ein n’, 
so daß 
lap— al <de für p>n, q>n 
und ein n’', so daß 
E&p<te für p>n 
ist. Ist nun n die größere der beiden Zahlen rn’ und n’’, so sind für 
p>n,q> n die drei Beträge |a, — «|, |x&p — &a| und |x« — as| 
alle kleiner als 4 e, also 
a» —ag| S |ap —ap| + ap — &a| + a — nl 
<de+tile+tle=e. 

Somit bilden die «a, eine Fundamentalfolge in K die ein Element 
von 4 definiert. Die Folge {«,} unterscheidet sich von dieser Funda- 








1 Der bisherige Teil des Beweises diente nur dazu, die Existenz einer Null- 
folge sicherzustellen, die im weiteren Verlauf gebraucht wird. Im archimedi- 
schen Fall hätte man einfacher &, = 2-? setzen können; wir wollen aber den 
Satz in voller Allgemeinheit beweisen. Im nichtarchimedischen Fall ist {2-?} 
keine Nullfolge. 
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mentalfolge nur um eine Nullfolge fa, — &p}, also hat sie den glei- 
chen Limes o. 

Die obige Konstruktion ergibt demnach zu jedem angeordneten 
Körper K einen eindeutig bestimmten angeordneten Erweiterungs- 
körper 2, in dem der Konvergenzsatz von CAucHY gilt. Ist speziell 
K der Körper Q der rationalen Zahlen, so wird (2 der Körper R der 
reellen Zahlen. Eine reelle Zahl ist also in dieser Theorie definiert als 
eine Restklasse modulo n im Ring der Fundamentalfolgen aus reellen 
Zahlen. 

Es sei 2 ein angeordneter Körper und M eine nicht leere Menge 
von Elementen aus 2. Wenn es ein Element s von K gibt, derart 
daß 

a<s füraleamM, 


so heißt s eine obere Schranke von M, und M heißt nach oben be- 
schränkt. Wenn es eine kleinste obere Schranke gibt, so heißt diese 
die obere Grenze der Menge M. 

Wir betrachten nun wieder den vorhin konstruierten Erweite- 
rungskörper & von K und beweisen für den Fall, daß K und daher 
auch Q archimedisch angeordnet ist, den Satz von der oberen Grenze: 

Jede nach oben beschränkte nichtleere Menge Mc Q hat in Q eine 
obere Grenze. 

Beweis. Es sei s eine obere Schranke von M, M eine ganze Zahl 
> 8 (also ebenfalls eine obere Schranke), u ein beliebiges Element von 
M und m eine ganze Zahl > — u. Dann ist 


—m<u<M. 
Für jede natürliche Zahl p bilden wir nun die endlichvielen Brüche 
k - 2-? (k eine ganze Zahl), die „zwischen — m und M liegen: 
(3) —msk:2-P<M. 
Wir suchen den kleinsten derjenigen unter diesen Brüchen, die noch 
obere Schranken der Menge M bilden. Einen solchen gibt es, weil M 
selbst diese Eigenschaft hat. 


Diese kleinste obere Schranke bezeichnen wir mit a,. Dann ist 
Gp — 2"P keine obere Schranke mehr; mithin ist für jedes qg > p 


(4) ap — 27 <A SAp. 
Daraus folgt 
ap — | <2P, 
mithin 
(5) ap —a,| <2”r für p>n, g>n. 


Bei gegebenem e kann man nun stets eine natürliche Zahl h > e-1 
und weiter ein 2% > h > e-! finden. Dann ist 2-? < e. Mithin be- 
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sagt (5), daß {a,} eine Fundamentalfolge ist, die somit ein Element w 
von (2 definiert. Aus (4) folgt weiter, daß 

ap —2r<swSsar 
ist. 

& ist eine obere Schranke von WM; d.h. alle Elemente u von M 
sind < w. Wäre nämlich x > w, so Könnte man eine Zahl 2? > 
> (u — o)-! finden; dann wäre also 2-?< u — w. Addiert man 
dazu a» — 2? <w, so folgt a»,< u, was nicht geht, da a, eine 
obere Schranke von M ist. 

& ist die kleinste obere Schranke von WM. Wäre nämlich o eine 
kleinere, so könnte man wieder eine Zahl p mit 2-?< w — co finden. 
Da a, — 2"? keine obere Schranke von M ist, so gibt es ein u in 
M mit a» — 2"? < u. Daraus folgt 


ap — 2P7<o 
und durch Addition zum vorigen 


Ap<w, 


was nicht zutrifft. Also ist & die obere Grenze von M. 

In einem nichtarchimedisch angeordneten Körper kann der Satz 
von der oberen Grenze nicht gelten. Betrachten wir nämlich die 
Folge der natürlichen Zahlen 1,2,3,..., so gibt es ein Körper- 
element s, das größer ist als alle natürlichen Zahlen; also ist die Folge 
beschränkt. Wäre g eine obere Grenze der Folge, so wäre 2g eine 
obere Grenze der verdoppelten Folge 2,4,6,... Da g sicher positiv 
ist, ist g < 2g, aber g ist eine obere Schranke der Zahlen 2n, also 
kann 2g nicht die kleinste obere Schranke sein. Der Satz von der 
oberen Grenze kann also nur in einem archimedisch angeordneten 
Körper gültig sein. 

Wir beweisen jetzt: 

1. Jeder archimedisch angeordnete Körper K ist ähnlich-isomorph 
einem Unterkörper K' des Körpers R der reellen Zahlen. 

2. Wenn ın K der Satz von der oberen Grenze gilt, so ıst K' = R, 
also K ähnlich-ısomorph dem Körper der reellen Zahlen. 


Beweis. Jedes Element a von K ist obere Grenze einer Menge M 
von rationalen Zahlen. Man kann für M etwa die Menge aller ratio- 
nalen Zahlen r < a wählen. Dieselbe Menge hat auch in R eine obere 
Schranke a’. Die Zuordnung a — a’ ist ein additiver Homomorphis- 
mus, d.h. der Summe a + 5 entspricht die Summe a’ + b’. Der 
Kern des Homomorphismus besteht nur aus der Null; also ist der 
additive Homomorphismus ein Isomorphismus. Dem Produkt ab von 
zwei positiven Elementen a und 5 entspricht das Produkt a’b’. 
Folglich entsprechen den Produkten 


(-a)b=—-ab und (-a)(-b)=ab 
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in R die Zahlen 
— ab’=(—a)b und ab’ =(—a)(—b'). 


Also entspricht dem Produkt ganz allgemein das Produkt. Positiven 
Elementen von K entsprechen positive Elemente von K’; also ist K 
ähnlich-isomorph zu K’. Damit ist 1. bewiesen. 

Wenn in K der Satz von der oberen Grenze gilt, so hat insbeson- 
dere jede nach oben beschränkte Menge von rationalen Zahlen eine 
obere Grenze ain K, also hat dieselbe Menge auch in X’ eine obere 
Grenze a’. Daraus folgt aber, daß jede reelle Zahl in X’ liegt; denn 
jede reelle Zahl ist obere Grenze einer Menge von rationalen Zahlen. 
Also ist K’ = R, womit 2. bewiesen ist. 


Aufgaben. 1. Man zeige die folgenden Eigenschaften des Limesbegriffs: 
a) Sind {an} und {f„} konvergente Folgen, so ist 
lim (&n + Pn) = lim an + lim Pr, 
lim On Bn — lim OAn° lim Bn . 


b) Ist lim ß„n # 0 und alle f„ # 0, so ist 
lim (BZ!) = (lim 8,)-1. 


c) Eine Teilfolge einer konvergenten Folge ist konvergent zum selben 
Limes. 
2. Jede reelle Zahl s ist als unendlicher Dezimalbruch 


[e'o) n 
s=a-+ I a,107 (d.h. s—= lim (0 + &a,10-) (0 <a, <10 
v=]1 


N— 00 v=] 


darstellbar. 
3. Jeder archimedisch angeordnete Körper, in dem der Cauchysche Kon- 
vergenzsatz gilt, ist ähnlich-isomorph dem Körper R der reellen Zahlen. 


$ 79. Nullstellen reeller Funktionen 


Es sei R der Körper der reellen Zahlen. Wir betrachten nun reell- 
wertige Funktionen f(x) der reellen Veränderlichen x. Eine solche 
Funktion heißt stetig für x = a, wenn es zu jedem e> 0 eindö>0 
gibt, so daß 


Ifa+h)—-fa)|<e für |h| <6. 


Man beweist leicht, daß Summen und Produkte stetiger Funktionen 
wieder stetige Funktionen sind (vgl. den entsprechenden Nachweis 
für Fundamentalfolgen in $ 78). Da die Konstanten und die Funktion 
/(x) = x überall stetige Funktionen sind, so stellen alle Polynome in 
x überall stetige Funktionen von x dar. 

Der Weierstraßsche Nulistellensatz für stetige Funktionen lautet: 

Eine für a <Sx sb stetige Funktion f(x), für die f{a) <O und 
f(b) > 0 ist, hat zwischen a und b eine Nullstelle. 
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Beweis. Es sei c die obere Grenze aller x zwischen «a und db, für die 
f(x) < 0 ist. Dann gibt es drei Möglichkeiten: 
l. f(c) > 0. Dann ist zunächst c > a und es gibt ein ö > 0, so 


daß fürO <h<ö 
fie —-h)— f(e)| < fe), 


f(c) - fle-h)<fle), 
d.h. 
ff -4)>0, 
f&)>0 für c—d<r<sc. 


Also ist c — ö eine obere Schranke für die x mit f(x) < 0. Aber c war 
die kleinste obere Schranke. Der Fall ist also unmöglich. 

2. f(c) <0. Dann ist c<b und es gibt ein ö6 > 0, so daß für 
0O<h<ö,z.B.fürh=!1Ö, 


fle+h)— fl)<—fle), 
fle+h)<d. 


Daher ist c keine obere Schranke aller x mit f(x) < 0. Dieser Fall ist 
also ebenfalls unmöglich. 

3. f(c) = 0 ist der einzig übrig bleibende Fall. Also hat f(x) die 
Nullstelle c. 

Der Weierstraßsche Nullstellensatz für Polynome ist das Funda- 
ment aller Sätze über die reellen Wurzeln algebraischer Gleichungen. 
Wir werden ihn später auf andere Körper als den der reellen Zahlen, 
nämlich auf die sogenannten ‚‚reell-abgeschlossenen Körper‘ aus- 
dehnen. Alle weiteren Sätze dieses Paragraphen beruhen ausschließ- 
lich auf dem Weierstraßschen Nullstellensatz für Polynome und 
gelten dementsprechend auch für die späteren allgemeineren Körper. 

Folgerungen. 1. Das Polynom x" — d hat für d>0 und jedes 
natürliche n immer eine, sogar eine positive Nullstelle. 


Denn für x = 0 ist 2? — d <0, und für große x (z.B. z>1+ 2 
ist 28 — d>0. 

Ausar — br = (a — b) (ar 1 --an-2b + »-- + br-1) folgt weiter, 
daß füra > b > 0 auch a® > br ist, mithin kann es auch nur eine 
positive Wurzel der Gleichung x% = d geben. Diese wird mit vd, für 
n = 2 kurz mit ve (‚,‚Quadratwurzel‘) bezeichnet. Ferner setzt man 
y0 = 0. Ausa > b > O folgt nunmehr ja > \/b, denn wenn ya< 
\/b wäre, so würde a < b folgen. 

2. Jedes Polynom ungeraden Grades hat in R eine Nullstelle. 

Denn nach Aufgabe 2, $ 77 gibt es ein M so,daß f({M) > 0 und 
(-M) <d ist. 

Wir wenden uns nun zur Berechnung der reellen Wurzeln eines 
Polynoms f(x). Unter Berechnung ist, entsprechend der Definition 
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der reellen Zahlen, beliebig genaue Approximation durch rationale 
Zahlen zu verstehen. 

Wir haben in $ 77 (Aufgabe 2) schon gesehen, wie man die reellen 
Wurzeln von f(x) in Schranken einschließen kann: Ist 


f(x) =ar +a1atl + +0 


und ist M die größte der Zahlen 1 und |aı| + + |a„|, so liegen 
alle Wurzeln zwischen — M und + M.Man kann M durch eine (even- 
tuell größere) rationale Zahl ersetzen, diese wieder M nennen und 
dann das Intervall — M<x=< M durch rationale Zwischenpunkte 
in beliebig kleine Teile zerlegen. In welchem dieser Teile die Wurzeln 
liegen, kann man feststellen, sobald man ein Mittel hat, zu entschei- 
den, wie viele Wurzeln zwischen zwei gegebenen Grenzen liegen. 
Durch weitere Unterteilung der Intervalle, in denen Wurzeln liegen, 
kann man dann die reellen Wurzeln beliebig genau approximieren. 

Ein Mittel, zu entscheiden, wie viele Wurzeln zwischen zwei ge- 
gebenen Grenzen liegen oder auch wie viele Wurzeln es überhaupt 
gibt, liefert das 


T'heorem von STURM. Man bestimme die Polynome Xı, Xa,..., Xr, 
von einem gegebenen Polynom X = f(x) ausgehend, folgendermaßen: 
Xı=f’(«) (Differentiation), 


| X =QıXı —- La, 
Xı=@QAÄ2— As, 


AÄr-ı — J,Xr 


(1) (euklidischer Algorithmus). 


Für jede reelle Zahl a, die keine Nullstelle von f(x) ist, sei w(a) die 
Anzahl der Vorzeichenwechsell in der Zahlenfolge 


X(a), Xıla),..., X,(a) 


ın der man alle Nullen weggelassen hat. Sind dann b und c irgendwelche 
Zahlen mit b < c, für die f(x) nicht verschwindet, so hat die Anzahl der 
verschiedenen Nullstellen im Intervallb <x < c (mehrfache Nullstellen 
nur einmal gezählt!) den Wert 


w(b) — w(e). 


Die Reihe der Polynome X, X},..., X, heißt die Sturmsche Kette 
von f(x). Das Theorem besagt also, daß die Anzahl der Nullstellen 
zwischen 5b und c gegeben wird durch die Anzahl der Vorzeichen- 


! Unter dem Vorzeichen einer Zahl c verstehen wir das Symbol +, — oder 
0, je nachdem c positiv, negativ oder Null ist. Ein Wechsel in einer nur die 
Zeichen + und — in beliebiger Anzahl aufweisenden Vorzeichenfolge liegt vor, 
sobald einem -+ ein — odereinem — ein + folgt. Sind auch Nullen vorhanden, 
so hat man diese bei der Zählung der Wechsel einfach wegzulassen. 


Nullstellen reeller Funktionen 249 


wechsel in der Sturmschen Kette, die beim Übergang von b nach c 
verloren gehen. 


Beweis. Das letzte Polynom X, der Kette ist offenbar der G.G.T. 
von X = f(x) und X] = f(x). Denkt man sich alle Polynome der 
Kette durch X, dividiert, so hat man f(x) von mehrfachen Linear- 
faktoren befreit, ohne die Anzahl der Vorzeichenwechsel an einer 
Nichtnullstelle « zu beeinflussen; denn die Vorzeichen der Ketten- 
glieder sind bei der Division entweder alle ungeändert geblieben oder 
alle umgekehrt worden. Wir können also beim Beweis diese Division 
vorher ausgeführt denken; das letzte Glied der Kette ist dann eine 
von Null verschiedene Konstante. Das zweite Glied der Kette wird 
nun im allgemeinen nicht mehr die Ableitung des ersten sein; viel- 
mehr führt, wenn etwa d eine /-fache Nullstelle von f(x), also etwa 


X= fir) = (@—A)lg(e), gid) +0, 
Aı=fla) Ha — Age) + (a — Ag (x) 
ist, die Weghebung des Faktors (x — d)!-1 auf die Polynome 


X= (2 —d)g(e), 
Aı=l-g(e) + (e — d)g’(), 
aus denen für die anderen Nullstellen d’, d’”’,... noch weitere Fak- 


toren herauszuheben sind. Wir bezeichnen die so modifizierten Poly- 
nome der Sturmschen Kette wieder mit X = X9, X1,...,X;. 

Unter dieser Annahme werden an keiner Stelle « zwei aufeinan- 
derfolgende Glieder der Kette gleich Null. Denn wären etwa X,.(a) 
und Xx+ı (a) gleichzeitig Null, so würde man aus den Gleichungen (1) 
schließen, daß auch Xx+2(a),...., X,(a) gleich Null wären, während 
doch X, = konst = 0 ist. 

Die Nullstellen der Polynome der Sturmschen Kette teilen das 
Intervallb <x <= c ın Teilintervalle. Innerhalb eines solchen Teil- 
intervalls wird weder X noch irgendein X, Null, und daraus folgt 
nach dem Weıerstraßschen Nullstellensatz, daß im Innern eines 
solchen Intervalls alle Polynome der Sturmschen Kette ihre Vor- 
zeichen beibehalten, mithin die Zahl w (a) konstant bleibt. Wir haben 
also nur noch zu untersuchen, wie sich die Zahl w(a) an einer Stelle d 
ändert, an der ein Polynom der Kette verschwindet. 

Es sei zunächst d eine Nullstelle von X,.(0 <k <r). Auf Grund 
der Gleichung 

Ax-ı = dk Ak — Aktı 


haben die Zahlen X,.-ı(d) und Xx+1(d) notwendig entgegengesetzte 
Vorzeichen. Auch in den beiden angrenzenden Teilintervallen haben 
also Xx-ı und X;x;ı entgegengesetzte Vorzeichen. Welches Vorzei- 
chen nun X;. hat (+, — oder 0), ist für die Anzahl der Vorzeichen- 
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wechsel zwischen X;-ı und Xx+ı gleichgültig: es gibt immer genau 
einen Wechsel. Also ändert die Zahl w(a) sich beim Durchgang durch 
die Stelle d nicht. 

Sodann sei d eine Nullstelle von f(x), also nach der zu Anfang 
gemachten Bemerkung etwa 


X=(e —d)g(e), g(d) #0, 
Xı=l.g(e) + —d)g’(&), 


wo l eine natürliche Zahl ist. Das Vorzeichen von X} an der Stelle d 
und daher auch in den beiden angrenzenden Intervallen ist gleich 
dem von g(d), während das von X an jeder einzelnen Stelle gleich 
dem von (x — d) g(d) ist. Also hat man für a < d einen Vorzeichen- 
wechsel zwischen X (a) und X, (a), dagegen füra > d keinen Wechsel 
mehr. Alle etwaigen übrigen Wechsel in der Sturmschen Kette blei- 
ben, wie schon gezeigt, beim Durchgang durch die Stelle d erhalten. 
Also nimmt die Zahl w(a) beim Durchgang durch die Stelle d um 
Eins ab. Damit ist das Sturmsche Theorem bewiesen. 

Will man das Theorem dazu benutzen, die Gesamtzahl der ver- 
schiedenen reellen Nullstellen von f(x) zu bestimmen, so hat man für 
die Schranke b einen so kleinen und für die Schranke c einen so großen 
Wert zu nehmen, daß es für x <b und für > c keine Nullstelle 
mehr gibt. Es genügt z.B,b=— M undc=M zu wählen. Noch 
bequemer ist es aber, b und c so zu wählen, daß alle Polynome der 
Sturmschen Kette für < bund.«x > c keine Nullstellen mehr haben. 
Ihre Vorzeichen werden dann durch die Vorzeichen ihrer Anfangs- 
koeffizienten bestimmt: a9x”% + a x9-1 + +» hat für sehr große x 
das Vorzeichen von ao und für sehr kleine (negative) x das von 
(— 1)%ao. Um die Frage, wie groß b und c sein müssen, braucht man 
sich bei dieser Methode nicht zu kümmern: man braucht nur die 
Anfangskoeffizienten ao und Grade m der Sturmschen Polynome zu 
berechnen. 


Aufgaben. 1. Man bestimme die Anzahl der reellen Nullstellen des Poly- 
noms 
3 —527?48r7—8. 


Zwischen welchen aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen liegen diese Nullstellen ? 

2. Sind die letzten beiden Polynome X,-ı, X, der Sturmschen Kette vom 
Grade 1, 0, so känn man die Konstante X, (oder deren Vorzeichen, auf das es 
allein ankommt) auch berechnen, indem man die Nullstelle von X,-ı in — X,-a 
einsetzt. 

3. Ist man bei der Berechnung der Sturmschen Kette aufein X, gestoßen, 
welches nirgends sein Vorzeichen wechselt (etwa eine Summe von Quadraten), 
so kann man die Kette mit diesem X, abbrechen. Ebenso kann man stets aus 
einem X; einen überall positiven Faktor weglassen und mit dem in dieser Weise 
modifizierten X, die Rechnung fortsetzen. 

4. Das beim Beweis des Sturmschen Satzes benutzte Polynom X; [ein 
Teiler von f’(x)] wechselt zwischen zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen von 
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(x) sicher sein Vorzeichen. Beweis ? Daher hat f’ (x) zwischen je zwei Nullstellen 
von f(x) mindestens eine Nullstelle (Satz von ROLLE). 

5. Aus dem Satz von ROLLE ist der Mittelwertsatz der Differentialrechnung 
herzuleiten, der besagt, daß für a < b 


b) — 
II) _ gu 
ist für ein passendes c mita <c < b. [Man setze 
b) — 
je) 10-1, @-0= rk} 


6. In einem Intervalla <x << b,wof’(x) > 0 ist, ist f(x) eine zunehmende 
Funktion von x; ebenso, wenn f’(x) < 0 ist, eine abnehmende. 

7. Ein Polynom f(x) hat in jedem Intervalla < x s b einen größten und 
einen kleinsten Wert, und zwar wird jeder von diesen entweder in einer Null- 
stelle von f’(x) oder in einem der Endpunkte a oder b angenommen. 


$ 80. Der Körper der komplexen Zahlen 


Adjungiert man zum Körper der reellen Zahlen R eine Wurzel : 
des in R irreduziblen Polynoms x? + 1, so erhält man den Körper der 
komplexen Zahlen EC = R(b). 

Wenn von „Zahlen“ die Rede ist, sind im folgenden immer kom- 
plexe (und insbesondere reelle) Zahlen gemeint. Algebraische Zahlen 
sind solche Zahlen, die in bezug auf den rationalen Zahlkörper Q) 
algebraisch sind. Es ist nun klar, was man unter algebraischen Zahl- 
körpern, reellen Zahlkörpern usw. zu verstehen hat. Die algebraischen 
Zahlen bilden den Sätzen von $41 zufolge einen Körper A; in ihm 
sind alle algebraischen Zahlkörper enthalten. 

Wir beweisen nun: 

Im Körper der komplexen Zahlen ist die Gleichung 22 = a + bi 
(a,b reell) stets lösbar; d. h. jede Zahl des Körpers besitzt im Körper 
eıne Quadratwurzel. 


Beweis. Eine Zahl x =c-+.di (c, d reell) hat dann und nur dann 
die verlangte Eigenschaft, wenn 


(+dı? =a-+bi 
ist, d.h. wenn die Bedingungen 
ce — d=a, 2cd=b 
erfüllt sind. Aus diesen Gleichungen folgt weiter: (c? + d2)? = a? -+b2, 


alsoc+d = Va? + 62. Daraus und aus der ersten Bedingung be- 
stimmt man c? und d?: 
at var 
2 
da etV®+b 
2 


c? — 





’ 
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Die rechts stehenden Größen sınd tatsächlich = 0. Also kann man aus 
ihnen c und d bis auf die Vorzeichen bestimmen. Multiplikation ergibt 


4c?d2—= — a? + (a? + b2) = b2: 


mithin kann man die Vorzeichen von c und d auch so bestimmen, daß 
die letzte Bedingung 
2cd=b 


erfüllt ist. 
Aus dem Bewiesenen folgt, daß man im Körper der komplexen 
Zahlen jede quadratische Gleichung 


2 +px+qg=0 


lösen kann, indem man sie auf die Form 
p\®_P _ 
Boce 
bringt. Die Lösung lautet also 


pP 
. —— — in, 
, D) + W y 


pP 


wenn w irgendeine Lösung der Gleichung w? = 4 bedeutet. 


Der ‚„Fundamentalsatz der Algebra‘‘, besser Fundamentalsatz der 
Lehre von den komplexen Zahlen, besagt, daß im Körper € nicht 
nur jedes quadratische, sondern jedes nicht konstante Polynom /(2) 
eine Nullstelle besitzt. 

Der einfachste Beweis des Fundamentalsatzes ist wohl der funk- 
tionentheoretische, der so verläuft: Gesetzt, das Polynom (2) hätte 
keine komplexe Nullstelle, so wäre 


1 
To 


eine in der ganzen z2-Ebene reguläre Funktion, welche fürz — M be- 
schränkt bleibt (sogar gegen Null strebt), also nach LIoUVILLE eine 
Konstante; dann wäre aber auch f(z) eine Konstante. 

Gauss hat für den Fundamentalsatz mehrere Beweise gegeben. Den zwei- 
ten Gaußschen Beweis, der nur die einfachsten Eigenschaften der reellen und 


komplexen Zahlen benutzt, dafür aber recht schwere algebraische Hilfsmittel 
heranzieht, werden wir in $ 81 kennenlernen!. 


Unter dem Betrag |«| der komplexen Zahl « = a + bi versteht 
man die reelle Zahl 


la] =Ja? + b2—= Yac, 


1 Einen anderen einfachen Beweis findet man z. B. bei ©. JORDAN: Cours 
d’Analyse I, 3me ed., S. 202. Einen intuitionistischen Beweis gab H. Weyr: 
Math. Z. Bd. 20 (1914), S. 142. 
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wo a die konjugiert-komplexe, d.h. in bezug auf den Körper der 
reellen Zahlen konjugierte Zahl a — bi ist. 
Offenbar ist «| > 0, und zwar «| — (nur für x = 0. Weiter ist 


\«# aß — V« & . VRB:; also 
(1) «ßl= el’ |ßl- 


Um die andere Relation 
(2) + #l<slal + |Bl 
zu beweisen, setzen wir für einen Augenblick die speziellere Beziehung 
(3) ıI+ylsi+lyl 


als bekannt voraus. Ist nun « = 0, so ist (2) trivial; ist aber « = 0, 
so ist 
«+ßl=|ell Haß) = |a|l|1+a1P] 
<|a|(1+Ja2])=|e| + [Bl. 


Zum Beweis von (3) setze man y=a-+ bi und hat 


|yI= Va? +? > Ja? = ja], 
I1+y?=(1+y)I+y)=1+4y+y+YyY= 
=1+2a+'y’s1+21yl+ly’= (+ |yD? 


also I1l+yls1-+ly|, 


womit (3) und also auch (2) bewiesen ist. 


$ 81. Algebraische Theorie der reellen Körper 


Die angeordneten Körper, insbesondere die reellen Zahlkörper, 
haben die Eigenschaft, daß in ihnen eine Summe von Quadraten nur 
dann verschwindet, wenn die einzelnen Summanden verschwinden. 
Oder, was damit gleichbedeutend ist: —1 ist nicht als Quadrat- 
summe darstellbar!. Der Körper der komplexen Zahlen hat diese 
Eigenschaft nicht; denn in ihm ist — 1 sogar ein Quadrat. Es wird 
sich nun zeigen, daß jene Eigenschaft für die reellen algebraischen 
Zahlkörper und ihre konjugierten Körper (im Körper aller algebra- 
ischen Zahlen) charakteristisch ist und auch zu einer algebraischen 
Konstruktion des Körpers der reellen algebraischen Zahlen samt den 





1 Istin irgendeinem Körper das Element — 1 als Summe 2a} darstellbar, 
so ist 1? + 2a} = 0; somit ist 0 eine Summe von Quadraten mit nicht sämtlich 
verschwindenden Basen. Ist umgekehrt eine Summe 2&b, = 0 gegeben, wo ein 
b, = Oist, so kann man dieses b; leicht zu Eins machen, indem man die Summe 
durch 5} dividiert; schafft man die Eins auf die andere Seite, so erhält man 
— 1= 2a,. 
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konjugierten Körpern verwendet werden kann. Wir definieren nach 
ARTIN und SCHREIER!: 

Ein Körper heißt formal-reell, wenn in ihm — 1 nicht als Quadrat- 
summe darstellbar ist. 

Ein formal-reeller Körper hat stets die Charakteristik Null; denn 
in einem Körper der Charakteristik p ist —1l Summe von p — 1 
Summanden 1. — Ein Unterkörper eines formal-reellen Körpers ist 
offenbar wieder formal-reell. 

Ein Körper P heißt reell-abgeschlossen?, wenn zwar P formal-reell, 
dagegen keine echte algebraische Erweiterung von P formal-reell ist. 


Satz 1. Jeder reell-abgeschlossene Körper kann auf eine und nur eine 
Weise angeordnet werden. 


Sei P reell-abgeschlossen. Dann wollen wir zeigen: 

Ist a ein von O verschiedenes Element aus P, so ist @ entweder 
selbst Quadrat, oder es ist —a Quadrat, und diese Fälle schließen 
einander aus. Quadratsumme von Elementen aus P sind selbst 
Quadrate. 

Hieraus wird Satz 1 unmittelbar folgen; denn durch die Fest- 
setzung a > 0, wenn a Quadrat und von 0 verschieden ist, wird dann 
offenbar eine Anordnung des Körpers P definiert sein, und sie ist 
die einzig mögliche, da ja Quadrate in jeder Anordnung = 0 aus- 
fallen müssen. 

Ist y nicht Quadrat eines Elementes aus P, so ist, wenn |/y eine 


Wurzel des Polynoms x? — y bedeutet, P (Yy ) eine echte algebraische 
Erweiterung von P, also nicht formal-reell. Demnach gilt eine 
Gleichung 


oder 


—1 =y2ut LBR+2)y 2b; 


v—=] v—|] 


wobei die &,, ß,, zu P gehören. Hierin muß der letzte Term ver- 


schwinden, da sonst Yy entgegen der Annahme in P läge. Dagegen 
kann das erste Glied nicht verschwinden, da andernfalls P nicht for- 
mal-reell wäre. Daraus schließen wir zunächst, daß y in P nicht als 
Quadratsumme darstellbar ist; denn sonst erhielten wir auch für — 1 
eine Darstellung als Quadratsumme. Das heißt: Ist y nicht Quadrat, 


1 E. Arrtın u. OÖ. SCHREIER: Algebraische Konstruktion reeller Körper. 
Abh. Math. Sem. Hamburg Bd. 5 (1926) S. 88—115. 

2 Man hat die kurze Bezeichnung ‚reell-abgeschlossen“ der präziseren 
„reell-algebraisch abgeschlossen‘ vorgezogen. 
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so ist es auch nicht Quadratsumme. Oder positiv gewendet: Jede 
Quadratsumme in P ist auch Quadrat in P. 
Nunmehr erhalten wir 
n 
1+ 
v=1 


— — PESHEEISENEENG 


n 


RI 
ul 
=] 


Zähler und Nenner dieses Ausdrucks sind Quadratsummen, also 
selbst Quadrate; daher ist —y = c?, wo c in P liegt. Demnach gilt 
für jedes Element y aus P mindestens eine der Gleichungen y = b#, 
— y = c?; ist aber y + 0, so können nicht beide bestehen, da sonst 
— 1 = (b/c)? wäre, was nicht geht. 

Auf Grund von Satz 1 nehmen wir im folgenden reell-abgeschlos- 
sene Körper stets als angeordnet an. 


Satz 2. In einem reell-abgeschlossenen Körper besitzt jedes Polynom 
ungeraden Grades mindestens eine Nullstelle. 


Der Satz ist für den Grad 1 trıvial. Wir nehmen an, er sei bereits 
für alle ungeraden Grade <n bewiesen; f(x) sei ein Polynom des un- 
geraden Grades n (> 1). Ist f(x) reduzibel in dem reell-abgeschlosse- 
nen Körper P, so besitzt mindestens ein irreduzibler Faktor einen 
ungeraden Grad <n, also auch eine Nullstelle in P. Die Annahme, 
f(x) wäre irreduzibel, soll jetzt ad absurdum geführt werden. Es sei 
nämlich «& eine symbolisch adjungierte Nullstelle von f(x). P(«) wäre 
dann nicht formal-reell; also hätten wir eine Gleichung 


(1) — 1= 2, ((a))?, 

v=1 
wobei die 9,(x) Polynome höchstens (n — 1)-ten Grades mit Koeffi- 
zienten aus P sind. Aus (1) erhalten wir eine Identität 


(2) 1- (vo)? + F)gle). 

v=]1 
Die Summe der 9? hat geraden Grad, da die höchsten Koeffizienten 
Quadrate sind und sich also beim Addieren nicht wegheben können. 
Ferner ist der Grad positiv, da sonst schon (1) einen Widerspruch 
enthielte. Demnach hat g(x) einen ungeraden Grad <n — 2; also 
besitzt g(x) jedenfalls eine Nullstelle « in P. Setzen wir aber a in (2) 


ein, so haben wir 
r 


—1= 2 (9 (a))?, 


v=]1 


womit wir bei einem Widerspruch angelangt sind, da die @,(a) in P 
liegen. 
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Satz 3. Ein reell-abgeschlossener Körper ıst nicht algebrassch-abge- 
schlossen. Dagegen ist der durch Adjunktion von vı entstehende Körper! 
algebraisch-abgeschlossen. 

Die erste Hälfte ist trivial. Denn die Gleichung x? +1 = 0 ist 
in jedem formal-reellen Körper unlösbar. 

Die zweite Hälfte folgt unmittelbar aus 

Satz 3a. Besitzt in einem angeordneten Körper K jedes positive 
Element eine Quadratwurzel und jedes Polynom ungeraden Grades min- 
destens eine Nullstelle, so ist der durch Adjunktion von i entstehende 
Körper algebraisch-abgeschlossen. 

Zunächst bemerken wir, daß in K (£) jedes Element eine Quadrat- 
wurzel besitzt und daher jede quadratische Gleichung lösbar ist. Der 
Beweis geschieht durch dieselbe Rechnung wie für den Körper der 
komplexen Zahlen im $ 80. 

Zum Nachweis der algebraischen Abgeschlossenheit von K (1) ge- 
nügt es nach $ 72, zu zeigen, daß jedes in K irreduzible Polynom f(x) 
in K (:) eine Nullstelle besitzt. f(x) sei ein doppelwurzelfreies Polynom 
n-ten Grades, wo n = 2g, q ungerade. Wir wollen Induktion nach 
m anwenden, also annehmen, daß jedes doppelwurzelfreie Polynom 
mit Koeffizienten aus K, dessen Grad durch 2”-1, aber nicht durch 
2m teilbar ist, in K(i) eine Wurzel besitzt. Dies trifft für m = 1 nach 
Voraussetzung Zu. &ı, &2, ...,&n Seien die Wurzeln von f(x) in einer 
Erweiterung von K. Nach $46 gibt es eincin K, das nur gewisse 
Ungleichungen der Form ßr + cys # ßı + cyı zueerfüllen hat, so daß 
gilt | 

K(a; + x, &ar) = Klo; + ax + coyar)- 
Die Ausdrücke &x; + xx + caxja« sind die Wurzeln einer Gleichung 


1 
vom Grade 5 (n— 1)in K, also liegt nach Ausnahme einer von 


ihnen in K (:), etwa xı + &g + caıaa. Dann liegen auch &ı + &2 und 
&ı&2 in K (:), also finden wir «ı und «a durch Auflösen einer quadra- 
tischen Gleichung in K (). 


Aus Satz 3a folgt gleichzeitig, daß der Körper der komplexen 
Zahlen algebraisch-abgeschlossen ist. Das ist der ‚„Fundamentalsatz 
der Algebra‘. 

Eine Umkehrung von Satz 3 lautet: 


Satz 4. Wenn ein formal-reeller Körper K durch Adjunktion von v 
algebraisch abgeschlossen werden kann, so ist er reell-abgeschlossen. 


Beweis. Es gibt keinen Zwischenkörper zwischen K und K (:), also 
keine algebraische Erweiterung von K außer K selbst und K (r). K (t) 


1 ; bedeutet hier und im folgenden stets eine Nullstelle von x? + 1. 
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ist nicht formal-reell, da — 1 in ihm ein Quadrat ist. Also ist K reell- 
abgeschlossen. 

Aus Satz 4 folgt insbesondere, daß der Körper der reellen Zahlen 
reell-abgeschlossen ist. 

Die Wurzeln einer Gleichung /(x) = 0 mit Koeffizienten aus einem 
reell-abgeschlossenen Körper K liegen in K(:) und kommen daher, 
soweit sie nicht in K enthalten sind, immer als Paare konjugierter 
Wurzeln (in bezug auf K) vor. Ist a + bi eine Wurzel, so ist a — bi 
die konjugierte. Faßt man in der Zerlegung von /(x) immer die Paare 
konjugierter Linearfaktoren zusammen, so ergibt sich eine Zerlegung 
von f(x) in lineare und quadratische, in K irreduzible Faktoren. 

Wir sind jetzt imstande, den ‚‚Weierstraßschen Nullstellensatz‘ 
für Polynome ($ 79) auf beliebige reell-abgeschlossene Körper aus- 
zudehnen. 


Satz 5. Es ser f(x) ein Polynom mit Koeffizienten aus einem reell- 
abgeschlossenen Körper P und a,b Elemente aus P, für die f(a) <P, 
f(b) > 0. Dann gibt es mindestens ein Element c in P zwischen a und b, 
für das f(c) =. 


Beweis. Wie wir eben sahen, zerfällt /(x) in P in lineare und in 
irreduzible quadratische Faktoren. Ein irreduzibles quadratisches 
Polynom x? + px + gistin P beständig positiv; denn es kann in der 


p\2 p? . >. 
Form 6 + 5) + g— 2) geschrieben werden, und hierin ist der 


erste Term stets > O0 und der zweite wegen der vorausgesetzten Irre- 
duzibilität positiv. Daher kann ein Vorzeichenwechsel von f(x) nur 
durch Vorzeichenwechsel eines Linearfaktors, also durch eine Null- 
stelle zwischen a und 5 bewirkt werden. 

Auf Grund dieses Satzes gelten für reell-abgeschlossene Körper 
auch alle Folgerungen, die in $79 aus dem Weierstraßschen Null- 
stellensatz gezogen wurden, insbesondere das Theorem von STURM 
über die reellen Nullstellen. 

Wir beweisen zum Schluß den 


Satz 6. Sei K ein angeordneter Körper, K der Körper, der aus K 
durch Adjunktion der Quadratwurzeln aus allen positiven Elementen 
von K hervorgeht. Dann ist K formal-reell. 

Es genügt offenbar, zu zeigen, daß keine Gleichung der Form 


(3) —1= 2 yE&, 

v=1 
besteht, wo die c, positive Elemente aus K, die £&, aber Elemente aus 
K sind. Angenommen, es gäbe eine solche Gleichung. In den £, könn- 
ten natürlich nur endlichviele der zu K adjungierten Quadratwurzeln 


wirklich auftreten, etwa Yaı Ve: een Ver. Wir denken uns unter 
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allen Gleichungen (3) eine solche gewählt, für die r möglichst klein 
ausfällt. [Sicher ist r z 1, da in K keine Gleichung der Form (3) 


existiert.] £&, läßt sich in der Gestalt &, = 1» + &, Ver darstellen, wo 
1», &yin K (Vaı, Ve», 2, \«-ı) liegen. Also hätten wir 


n n n 
(4) -1=) om +), 0a +2 a, I, mo. 
v=1| v=1 v=]1 


Verschwindet in (4) der letzte Summand, so ist (4) eine Gleichung 
derselben Gestalt wie (3), enthält aber weniger als r Quadratwurzeln. 
Verschwindet er aber nicht, so läge Va; inK (Yaı, u, Ve--ı). und (3) 
könnte mit weniger alsr Quadratwurzeln geschrieben werden. Unsere 
Annahme führt daher auf jeden Fall zu einem Widerspruch. 

Aufgaben. 1. Der Körper der algebraischen Zahlen ist algebraisch-ab- 
geschlossen, und der Körper der reellen algebraischen Zahlen ist reell-ab- 
geschlossen. 

2. Der nach $ 72 rein algebraisch konstruierbare algebraisch-abgeschlos- 
sene algebraische Erweiterungskörper zum Körper @ der rationalen Zahlen ist 
isomorph dem Körper A der algebraischen Zahlen. 

3. Es sei P ein reeller Zahlkörper, &' der Körper der reellen in bezug auf P 
algebraischen Zahlen. Dann ist 2 reell-abgeschlossen. 

4. Ist P formal-reell und i transzendent in bezug auf P, so ist auch P(t) 
formal-reell. [Ist — 1 = 2’9,(t)?, so setze man für £ eine passend gewählte 
Konstante aus P ein.] 


$ 82. Existenzsätze für formal-reelle Körper 


Satz 7. Es sei K ein formal-reeller Körper, Q ein algebraisch-ab- 
geschlossener Körper über K. Dann gibt es (mindestens) einen reell- 
abgeschlossenen Körper P zwischen K und 2, für den @ = Pi) ist. 


Beweis. Wir wenden das Lemma von Zorn ($ 69) auf die halb- 
geordnete Menge M der formal-reellen, K umfassenden Unterkörper 
von Q an. In jeder vollständig geordneten Teilmenge von M gibt es 
ein maximales Element, nämlich die Vereinigungsmenge aller Körper 
der Teilmenge. Nach dem Lemma von ZoRN gibt es also einen 
maximalen formal-reellen, K umfassenden Unterkörper P von 2. 

Ist a ein Element von (2, das nicht zu P gehört, so ist P(a) nicht 
mehr formal-reell. Das ist zunächst nur möglich, wenn a algebraisch 
über P ist; denn eine einfache transzendente Erweiterung eines for- 
mal-reellen Körpers ist wieder formal-reell ($ 81, Aufgabe 4). Jedes 
Element von (2 ist also algebraisch über P; d.h. 2 ist algebraisch 
über P. Da man weiter für a ein beliebiges algebraisches Element von 
% außerhalb P nehmen kann, so ist keine einfache echte algebraische 
Erweiterung P(a) von P formal-reell, mithin P reell-abgeschlossen. 
Nach Satz 3 ($ 81) ist P(i) algebraisch-abgeschlossen, mithin mit 2 
identisch. Damit ist der Satz bewiesen. 
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Einige Sonderfälle bzw. unmittelbare Folgerungen von Satz 7 
mögen noch besonders formuliert werden. 


Satz 7a. Zu jedem formal-reellen Körper K gibt es (mindestens ) 
eine reell-abgeschlossene algebraische Erweiterung. 

Wir brauchen zum Beweis bloß für Q in Satz 7 die algebraisch- 
abgeschlossene, algebraische Erweiterung von K zu wählen. 


Satz 7b. Jeder formal-reelle Körper kann auf (mindestens) eine 
Weise angeordnet werden. 

Dies folgt ohne weiteres aus Satz 1 ($ 81) und Satz 7a. 

Ist ferner (2 irgendein algebraisch-abgeschlossener Körper der 
Charakteristik Null und setzen wir in Satz 7 für K den Körper der 
rationalen Zahlen, so haben wir 


Satz 7e. Jeder algebraisch-abgeschlossene Körper 2 der C'harakte- 
ristik Null enthält (mindestens) einen reell-abgeschlossenen Unter- 
körper P, für den 2 = Pt). 


Für angeordnete Körper läßt Satz 7a sich wesentlich verschärfen: 


Satz 8. Ist K ein angeordneter Körper, so gibt es eine und — von 
äquivalenten Erweiterungen abgesehen — nur eine reell-abgeschlossene 
algebraische Erweiterung P von K, deren Anordnung eine Fortsetzung 
der Anordnung von K ist. P besitzt außer dem identischen keinen Auto- 
morphismus, der die Elemente aus K fest läßt. 


Beweis. Wie in Satz 6 ($81) werde mit K der Körper bezeichnet, 
der aus K durch Adjunktion der Quadratwurzeln aus allen positiven 
Elementen von K entsteht. Es sei P eine algebraische, reell-abge- 
schlossene Erweiterung von K. Eine solche gibt es nach Satz 7a, da 
auf K, und die Anordnung von P ist eine Fortsetzung der Anordnung 
von K, da doch jedes positive Element aus K in K Quadrat ist, also 
erst recht in P. Damit ist die Existenz eines solchen P bewiesen. 

Es sei P* eine zweite algebraische, reell-abgeschlossene Erweite- 
rung von K, deren Anordnung die von K fortsetzt. f(x) sei ein (nicht 
notwendig irreduzibles) Polynom mit Koeffizienten aus K. Der 
Sturmsche Satz gestattet uns, bereits in K zu entscheiden, wie viele 
Wurzeln f(x) in P oder P* besitzt. Wir brauchen bloß eine Sturmsche 
Kette für f(x) = x” + aıx"?”1 + --- + a, zu untersuchen. Daher 
hat f(x) in P ebenso viele Wurzeln wie in P*. Insbesondere besitzt 
jede Gleichung in K, die in P mindestens eine Wurzel besitzt, auch 
in P* mindestens eine Wurzel und umgekehrt. Seien nun «1 , &2, ..- ‚Or 
die Wurzeln von f(x) in P, ß7, ß5, ..., 8, die Wurzeln von f(x) in P*. 
Ferner sei & in P so gewählt, daß K(£) = K(aı,..., ar) ist, und 
F (x) = 0 die irreduzible Gleichung für & in K. F (x) besitzt also in P 
die Wurzel £, daher auch in P* mindestens eine Wurzel 7*; K(£) und 
K(n*) sind äquivalente Erweiterungen von K. Da K(£) durch die r 
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Nullstellen «ı, ..., &, von f(x) erzeugt wird, muß auch K(n*) durch 
r Wurzeln von f(x) erzeugt werden; nun ist K(n*) ein Unterkörper 
von P*, also gilt K(n*) = K(ß}, ..., ß,). Demnach sind K(eı, ...,&r) 
und K(ß}, ..., ß,) äquivalente Erweiterungen von K. 

Um nun zu zeigen, daß P und P* äquivalente Erweiterungen von 
K sind, bemerken wir, daß eine isomorphe Abbildung von P auf P* 
notwendig die Anordnung erhalten muß, da diese sich ja (nach dem 
Beweis von Satz 1, $81) durch die Eigenschaft, Quadrat zu sein 
oder nicht zu sein, erklären läßt. Wir definieren daher folgende Ab- 
bildung o von P auf P*. Sei« ein Element aus P, p(x) das irreduzible 


Polynom in K, dessen Nullstelle « ist, und seien «&ı, «2, ...,&r die 
Wurzeln von p(x) in P, so numeriert, daß aı <ag < "<a, ist; 
speziell sei « = ax. Sind dann «], 3, ..., &, die Wurzeln von p(x) 


in P* und ist &] <az2°"- < «,, so sei o(«x) = x;. Offenbar ist o 
eindeutig und läßt die Elemente aus K fest. Es ist nachzuweisen, 
daß co eine isomorphe Abbildung ist. Sei zu diesem Zweck f(x) wieder 
Jene Polynom in K; yı, Ya» +++» Ys seine Wurzeln in P; y], 

9... ,y, die in P*. Ferner sei g9(x) das Polynom in K, en 
Nallstellen die Quadratwurzeln aus den Wurzeldifferenzen von f(x 
sind. 61, 62, ..., dı seien die Nullstellen von g(x) in P; 61, 63, .. Mi 
die in P*. N ach dem oben Bewiesenen sind 


A= K(yı,..-.,Ys> 61, --- , 08) und A* = K(yl,---, Yo» 61, ..., 6.) 


äquivalente Erweiterungen von K. Es gibt also eine isomorphe Ab- 
bildung r von A auf A*, die K elementweise fest läßt. Durch 7 wird 
jedem y ein y*, jedem ö ein ö* zugeordnet. Die Bezeichnung sei so 
gewählt, daß r(yx) = yr, T(ör) = 65, ist. Ist nun yr<yı (in P), 
so ist yn — ya = 6% für einen gewissen Index Ah, also auch 


yı— YyR = 6, 


demnach y; < y; (in P*). r ordnet also die Wurzeln von f(x) 
in P und P* einander der Größe nach zu. Da dies folglich 
auch für die Nullstellen der in K irreduziblen Faktoren von f(x) gilt, 
haben wir r(yx) = o(yr) (k=1,2,...,s). Indem wir also dafür 
sorgen, daß zwei beliebig vorgegebene Elemente «, ß aus P sowie 
«+ ßB und « - 8 unter den Wurzeln von f(x) vorkommen, erkennen 
wir, daß o eine isomorphe Abbildung von P auf P* ist, und zwar 
die einzige, die K elementweise fest läßt. Wählen wir P* = P, so 
ergibt sich die Richtigkeit unserer Behauptung über die Auto- 
morphismen von P. 

Da sich der Körper Q der rationalen Zahlen nach $77 nur in 
einer Weise anordnen läßt, so folgt aus Satz 8 unmittelbar: 


Satz Sa. Es gibt — von isomorphen Körpern abgesehen — einen 
und nur einen reell-abgeschlossenen algebraischen Körper über Q. 


Existenzsätze für formal-reelle Körper 261 


Für diesen Körper kann man natürlich den Körper R der reellen 
algebraischen Zahlen im gewöhnlichen Sinn ($ 78) nehmen, der durch 
Aussonderung der algebraischen unter den reellen Zahlen entsteht. 

Wie wir noch sehen werden, ist R in A nicht der einzige reell- 
abgeschlossene Körper, sondern nur einer unter unendlichvielen 
äquivalenten. 


Satz 9. Jeder formal-reelle algebraische Erweiterungskörper K* von 
Q ist mit einem Unterkörper von, also mit einem reellen algebraischen 
Zahlkörper isomorph. 


Beweis. Nach Satz 7a können wir zu K* stets einen algebraischen 
reell-abgeschlossenen Erweiterungskörper P* konstruieren, der nach 
Satz 8a notwendig zu R isomorph ausfällt. Daraus folgt die Be- 
hauptung. 


Eine gewisse isomorphe Abbildung von K* auf KCR ergibt 
natürlich auch eine gewisse Anordnung von K*, da alle Unter- 
körper K von R von Haus aus angeordnet sind. Umgekehrt kann 
auch jede Anordnung von K* in dieser Weise erhalten werden, da 
der im Beweis von Satz 9 konstruierte reell-abgeschlossene Erweite- 
rungskörper P* nach Satz 8 so konstruiert werden kann, daß bei 
seiner Anordnung die von K* erhalten bleibt. Diese Anordnung geht 
dann beim Isomorphismus über in die (einzig mögliche) Anordnung 
von R. 

Nehmen wir für K* speziell einen endlichen algebraischen Zahl- 
körper, der nur endlichviele Isomorphismen in A besitzt, so folgt: 

Die Anzahl der Isomorphismen, die K* in einen reellen algebra- 
ıschen Zahlkörper überführen, ist gleich der Anzahl der verschiedenen 
Anordnungen, deren K* fähig ist (und insbesondere Null, wenn K* 
nicht formal-reell ist). 

Die Tatsache, daß jeder in A gelegene formal-reelle Körper zu 
einem reell-abgeschlossenen Körper P*c A erweitert werden kann, 
führt zugleich zu der Erkenntnis, daß es unendlichviele solche Kör- 
per P* in A gibt (wiewohl diese nach Satz 8a alle untereinander 


isomorph sind). Denn die Körper K* = Q(cy2), wo n eine ungerade 
natürliche Zahl und £ eine n-te Einheitswurzel ist, sind alle isomorph 


zu Q(y2), also formal-reell. Sie führen also zu je einem reell-abge- 
schlossenen Erweiterungskörper P*, und diese Körper müssen bei 
festem n alle verschieden sein, da ein angeordneter Körper nur eine 
n-te Wurzel aus 2 enthalten kann. Die Anzahl n dieser Körper kann 
aber beliebig hoch gewählt werden. 


Aufgaben. 1. Es sei # eine Wurzel der in I’ irreduziblen Gleichung 
x* — x — 1 = 0. Auf wieviel Arten kann der Körper I'(#) angeordnet werden ? 
2. Der Körper I'(t), wo t eine Unbestimmte ist, kann auf unendlichviel 
Arten angeordnet werden, und zwar sowohl archimedisch als auch nichtarchi- 


262 Reelle Körper 


medisch. Auch kann t sowohl unendlich groß als unendlich klein gewählt 
werden (vgl. $ 77, Aufgabe 1). 

3. Wie viele Nullstellen hat das Polynom (2? — t)?2 — t? in einem reell- 
abgeschlossenen Erweiterungskörper von /I'(t), wenn £ unendlich klein ist? 
Wo liegen diese Nullstellen ? 


$ 83. Summen von Quadraten 


Wir wollen nun die Frage untersuchen, welche Elemente eines 
Körpers K sich als Summen von Quadraten von Elementen aus K 
darstellen lassen. 

Dabei kann man sich zunächst auf formal-reelle Körper beschrän- 
ken. Ist nämlich K nicht formal-reell, so ist, —1 Quadratsumme, 
etwa: 


Wenn nun K eine von 2 verschiedene Charakteristik hat, so folgt 
daraus für ein beliebiges Element y von K die Zerlegung in n + 1 


Quadrate: 
=)’ +)" 


Hat aber K die Charakteristik 2, so erledigt sich die Frage durch die 
Bemerkung, daß jede Quadratsumme selbst Quadrat ist: 


> a — 9% x)?. 
Daß Summe und Produkt von Quadratsummen wieder Quadrat- 


summen sind, leuchtet ein. Aber auch ein Quotient von Quadrat- 
summen ist wieder Quadratsumme: 


7 a B- (B-1)2. 


Für formal-reelle, abzählbare Körper K beweisen wir nun den 
Satz: 

Ist y in K nicht Summe von Quadraten, so gibt es eine Anordnung 
von K, in der y negativ ausfällt. 

Beweis. Es sei y nicht Quadratsumme. Wir zeigen zunächst, daß 
K (Y-») formal-reell ist. Liegt V-> bereits in K, so ist die Behaup- 
tung klar. Andernfalls schließt man so: Wäre 

N 


—1l—= ’2 (& Y->» + B»)®; 
1 





so würde man durch genau dieselben Schlüsse wie bei Satz 1 ($ 81) 
erhalten: 

_I1+2B, 

Ne ? 


v 
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mithin wäre y doch Quadratsumme, entgegen der Voraussetzung. 


Daher ist K (V- y) formal-reell. Wird nun K (Y- y) nach Satz 7b 
($ 82) angeordnet, so muß — y, als Quadrat, positiv ausfallen. Damit 
ist die Behauptung bewiesen. Ä 

Auf formal-reelle, algebraische Zahlkörper angewandt, ergibt das 
(wenn man beachtet, daß alle möglichen Anordnungen eines solchen 
nach $ 82 durch die isomorphen Abbildungen auf konjugierte reelle 
Zahlkörper erhalten werden können) den Satz: 

Ein Element y eines algebraischen Zahlkörpers K ist Summe von 
Quadraten dann und nur dann, wenn bei den Isomorphismen, welche K 
in seine reellen konjugierten Körper überführen, die Zahl y niemals ın 
eine negative Zahl übergeführt wird. 

Der Satz gilt auch noch, wenn K nicht formal-reell ist, da dann 
alle Zahlen von K Quadratsummen sind, während es keine Isomor- 
phismen der verlangten Art gibt. 

Solche Zahlen eines algebraischen Zahlkörpers K, die bei jeder 
isomorphen Abbildung von K auf einen konjugierten reellen Zahl- 
körper stets in positive Zahlen übergehen, heißen total-positiv in K. 
Hat K keine reell-konjugierten Körper, so ist demnach jede Zahl 
von K total-positiv zu nennen. Der Begriff total-positiv kann auf 
beliebige Körper K ausgedehnt werden, indem man als total-positiv 
diejenigen Elemente von K bezeichnet, welche bei jeder überhaupt 
möglichen Anordnung von K positiv ausfallen. (Insbesondere sind 
wieder alle Zahlen von K total-positiv, wenn es keine Anordnung 
von K gibt, also wenn K nicht formal-reell ist.) Die Ergebnisse dieses 
Paragraphen lassen sich dann dahin zusammenfassen, daß in einem 
beliebigen Körper der Charakteristik +2 jedes total-positive Element 
sich als Quadratsumme darstellen läßt. 
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